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PIERWSZE DWA MOMENTY OCENY WARIOGRAMU

Mikotaj Trusz', Iwona Arcimowicz?

Abstract. In this article we deal with theoretical bases of geostatistic which have employ-
ment in research of time series. Let we have stationary random process, defined on R,
with expected value equal 0, given covariance function and spectral density. For this pro-
cess we define variogram function and prove two theorems about variogram estimator
property
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Wstep

W potowie XX wieku pojawit sie nowy rodzaj statystycznej analizy szere-
gow czasowych — analiza wariogramu. Stato sie mozliwe gtebsze i petniejsze
badanie zjawisk spotykanych w réznych dziedzinach zycia cztowieka, miedzy
innymi geologii i meteorologii. Metody analizy wariogramu umozliwiajg otrzy-
mywanie petniejszej informacji o wewnetrznej strukturze danych eksperymen-
talnych i okreslajg ztozono$¢ badanych proceséw. W tym podstawowym mo-
delem okazujg sie stacjonarne i wewnetrznie stacjonarne procesy losowe.

Twérca analizy wariogramu szeregéw czasowych jest G. Materon. Dale;j
teorie tg i przetozenie jej na praktyczne zastosowania rozwijali D.E. Meiers,
S. Devis, M. David, L.E. Borgman, N. Cressie, D.M. Hawkins i inni.

Problemy badania statystycznych wtasnosci ocen wartosci oczekiwa-
nej wydajq sie dobrze zbadane. Zadania analizy wtasnosci podstawowych cha-
rakterystyk drugiego rzedu proceséw stochastycznych sg jednak nadal aktual-
ne. W pierwszej kolejnosci chodzi tu o obliczenie i badanie oceny wariogramu,
wzajemnego wariogramu, funkcji kowariancyjnej, wzajemnej kowarianciji, kt6-
re sg podstawowymi miarami zaleznosci danych eksperymentalnych i poma-
gajg w rozwigzywaniu wielu problemoéw.

Wiasnosci oceny wariogramu
Rozpatrujemy stacjonarny w szerokim znaczeniu proces losowy X(s),

sIR z wartoscig oczekiwang réwng zeru, funkcjg kowariancyjng R(s), sIR
o gestosci spektralnej f(1),1 IR.
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Wariogramem procesu X(s) nazywamy funkcje:
2y(s) = VIX(t+s)- X(t)],t,se R

Zaktadamy, ze jest to funkcja nie znana i potrzebujemy dla realizacji pro-
cesu X(s), sIR utworzy¢ ocene funkcji 24s), sIR.
Bedziemy budowac ocene wariogramu jako statystyke postaci:

- 1 T-h )
2Y(h)=ﬂ g (X(s+h)—X(s))"ds, (1)

gdzie, he [0,T) oraz zaktadamy, ze J(~h)=7(h),he [0,T)i F(h)=0dla |h[>T.
Podobne oceny dla procesow dyskretnych byly tworzone i badane

w pracach [1], [2] i [3]. W tej pracy bedziemy bada¢ wtasciwosci statystyki (1).

Twierdzenie 1.
Dla oceny 2y(s) zadanej wzorem (1) mamy

E(2(s)) = 2v(s)

2n
covRifsn) 2tsa)}= 17 ¥, ()G (W) +h*2 u)du+
92
1
+ mF{AT—s1 (WA, s, (U)(G®? (u) + h°2 (u))du + )
gdzie
_ 1
Yr(u)= ﬁAT(U), (3)
: lTu ]
Sin 7
A —
=" )
2
g*°2(u) = []f, (x,u-2,2)g5"®2 (x,u,2)dxdz 5)
R2 ’
g$152 (X,U,Z) — [eiu(s1—sz) + eius1 _2ei(us1+zsz) + e—iusg +1- Zeizsg _
. i(s1-s2)u
2eix(s1—52 )-i(u-x)s2 _2eixs1 n 4eixs1+i252 ]COS(I(S1 _252 Ju }2’ (6)
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h$152 (u) = Fj{f(x)f(u - x)hf152 (x,u)dx , @)

h$12 (u) = [2"(51752) 4 2e™%1 4 Dg™U52 4

+2 _4eix(s1—52 )+i(u—x)sq _4e—ix32

_4eix(s1—52)+i(u—x)32 _4eixs1 + 4eix(s1—sz) +
i(s1-s2)u
+ 4gPs17i(u-x)s2 ]COS((T -S4 }32 , (8)
2

oraz s,,8, €[0,T).

Dowdd: Postugujgc sie wtasnosciami wartosci oczekiwanej otrzymuje-
my:
1
T-h

E(21(s)) =

T-h ) 1 T-h
[ E(X(s+h)— X(s))ds = V2y(s) [ds =2y(s).
0 T-h g

Pierwsza réwnos$¢ w Twierdzeniu 1 jest udowodniona.

Bedziemy dowodzi¢ rownosc¢ (2).

Postugujgc sie definicjg kowarianciji i jawng postacig oceny (1) otrzymu-
jemy:

cov{27(s4).21(s, )} = E27(s1)21(s, ) - Ef(s1)E27(s;) =

=E[ T (s +5,)- X(s)Pds T_JSZ<X(t+s2>—X<t)>2dt]_
T-s, o T-s, o
LB T (X 5) - X(8)PSIEL | ] IX(t+ 8,) - X(O2dt] =
T-s; 0 T-s, 0o
1 1 T-51T-s

TTls, T-s, b[ (f)z[E(X(S+s1)—X(s))Z(X(t+32)—X(t))2_E(x(s+s1)_x(s)2x

L T E(X(s+ s )R(X(+ 8)) +

xE(X(t+5,) - X(s,))*]dsdt =
(X(t+s,)=X(s,))] TosT-5, o &

+E(X(s+519))2(X(1))? = 2E(X(s + 51 )2 X(t+ 55 )X(t) + E(X(5)* (X(t+5,))* +
+FE((X(8))2(X(t))? — 2EX(t + 55 )(X(S))2 X(t) — 2EX(S + 5¢)X(S)(X(t + 55))? —
— 2EX(s+59)X(S)(X(t))? + 4EX(S + 51 )X(S)X(1)X(t + 55 ) —E(X(S + 5¢)2E(X(t + 55)
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—E(X(s +51))?E(X(t))? + 2E(X(s + 51)EX(t + 5, )X(t) —E(X(8))*E(X(t + 8,))* —
—E(X(s)PE(X(1))? + 2E(X(S))?EX(t + $5)X(t) + 2EX(S + 54)X(S )E(X(t+5,))* +
+2EX(s + s4 )X(s)E(X(1))? — 4EX(s + S1)X(S)EX(t + s5)X(t)]dsdt .

Z okres$lenia zmieszanych momentow drugiego i czwartego stopnia mamy
ponizszy zwigzek:
My(S4,S5,53,84) =C4(S1,52,53,54) + C2(81,5,)C2(S3,54) +C (51,83 )C(S5,84) +

+C5(S1,84)C,(82,83)

Bioragc dodatkowo pod uwage stacjonarnos¢ procesu X(s) mamy:

covi2i(s;) 21(s, )} =
1 1 T-s1T-s2 0 ¢ 0
Cy(s—-t+s;—s,,5-t+s,-s,0)+c,(s—-t+s,,s-t+s,0)-
T—S1 T—32 f)[ g[ 4( 1 2 1 2 ) 4( 1 1 )
—2c4(s—t+s;,8-t+8,8,)+Cy(s—t—s,,5-t-5,0)+c,(s-t,s-10)-

—2c,(s-t,s—-ts,)-2c,(s—t+s;—-s,,5—t-5,,0)-2c,(s—-t+s,,5-10)+

+4c4(s—t+s1,s—t,sz)+2R2(s—t+s1 —sz)+2R2(s—t+s1)+2R2(s—t—sz)+
+2R%*(s—t)—4R(s—t+5, —5,)R(s—t+5,)—4R(s—t -5, R(s —t) -
—4R(s—t+8;—-8,)R(s—t—5,)-4R(s—t+s;)R(s—1)+4R(s—t+s; -5, )R(s-t)+
+4R(s—t+5s¢)R(s—t-s,)ldsdt.

Z pracy [3] wiedzgc, ze
c,(a,b,c) = [[jf,(x,y,z)e' @+ 2)dxdydz
3 3

R
oraz
R(a) = [f(x)e™dx, ab,ceR
R ,
otrzymujemy:
cov{2i(s;) 21(s,)}=
1 1 T-s1T-s2

J J-[ J.J.J’f4(x y Z)[ei(x+y)(s—t+s1—52) + ei(x+y)(s—t+s1) _
R

_ 2ei(x+y)(s—t+s1)+i252 + ei(x#—y)(s—t—sz) + ei(x+y)(s—t) _ Zei(x+y)(s—t)+izsz _
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2eix(s—t+s1—52)+iy(s—t—32) _zeix(s—t+s1 )iy (s—t) + 4eix(s—t+s1 )iy (s—t)+izsp ]dXdde+

+ ”f f(y [2ei(x+y)(s—t+s1—52)+zei(x+y)(s—t+s1) +2ei(x+y)(s—t—52) +

+ 2e| x+y)(s—t) 4eix(s—t+s1—52)+iy(s—t+s1) _ 4eix(s—t—52)+iy(s—t) _4eix(s—t+s1—sz )+iy(s—t-s2) +

_4eix(s—t+s1)+iy(s—t) + 4ei(s—t+s1—52)+iy(s—t) + 4eix(s—t+s1 )+iy(s—t—32)]dxdy]dsdt

Zmieniajac porzadek catkowania oraz wyciggajgc wyrazenie gis(x+y)git(x+y)
przed nawias, otrzymujemy:

cov{2{(s)21(s,)}=
T 1 T 1 |: ”Jf4 XY, Z|: [e'(X+Y)(S1 -s2) +e(x+y 2e| (x+y)s1+2s2) te —i(x+y)s2 n
s, T-s,
+1-26'72 _2eX(S1721 Y2 _ 9S4 ggixsttizs ]T_J 1T_J 'Syt dt }dxdydz+
0 0

+ _Uf f(y |: [zei(x+y)(s1—52) + Zei(x+y)s1 +2e—i(x+y)52 +2 _4eix(s1—52 yiysq _4e—ix32 +

Tosq T
L 4gX(5152152 _ 461 | 4oiN51-52) | gginstivez Js1 Jszeis(x+y)e—it(x+y)dsdt :|dxdydz]
0 0

Stosujgc podstawienie:

X=X
X+y=u
z=12

a nastepnie oznaczajgc wyrazenia w matych nawiasach kwadratowych odpo-
wiednio g3"%2(x,u,z) i h3"*2(x,u), otrzymujemy:
cov{2i(s1)21(s, )} =

T-sqT-s2

1 1 _
f,(x,u-x2) 93°2(x,u,z) e's“e W dsdt ]dxdudz+
T_S1T_52L{f§4 { I

+ jjfx)fu x){ heto2 () | ] e e Mdsdt ]dxdu}
0 0
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Poniewaz:
. xXT
Sin— ixT
je™ds 2.2
X
2
mamy
T-s1T-s2 i(s2-s1)u
.[ J eluse_undet AT—s1(u)AT—32(u)e 2 y

0 0

gdzie A;(x) zadane jest wzorem (4).
Postugujgc sie elementarnym wzorem, otrzymujemy:

sin (T—sy)u —sin (T—s4)u cos (s1—-sy)u +cos (T—s4)u sin (G ,
2 2 2 2 2

a wiec

Argg (U)AT—sz (u)= Az""31 (u)cos + A7, (WA

$1-52

(s1—sy)u
2

T-s
cos——
(u) 5

Stosujgc powyzsze mamy:

cov{2ils,).21(s, )} =

1 1
T-s,T-5s,

82 S1)u

{ [[[IACATES z){ 92182 (x,u,2) - (A%7- 81 (u)cos% 2

(T—S ) i(so—sq)u
+ A1, (WA, (u)cosT1e 2 ) ]dxdudz+
_ i(sp—-sq)u
+ jjf f(u- x{ h3%2 (x,u) - (A*T-, (u)cos@e 2 4
(s2-s1)u
T- (s2-s1)u
+ At (WA, s, (u)cos%e 2) ]dxdu }=

1 1
T-s,T-5s,

[ s (xu- xz)[ 512 (x,0,2)-

(58, i(s2—s1)u
Arg(u)cos T 2Me 2 }dxdudz+ [[F(X)f(u=x)
R2
( s ) i(s2-s1)u
[ h5°2(x,u)- A%7- 31(u)cosT2 2 }dxdu+
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i(sp-s1)u
(T—sq)u

+ jjjf4(x,u—x,z){ g§1'sz(x,u,z)-AT_S1 (U)Ag,_s, (u)cos e 2 ]dxdudz+
R3

2

Whprowadzajgc oznaczenia (3)-(8) otrzymujemy wyrazenie (2) co konczy do-
wod.

i(s2—s1)u
+ jjf(x)f(u—x){ h3"2 (x,u)- Ar_s, (U)Ag, s, (u)coswe 2 }dxdu :|
R2

Twierdzenie 2.
(T - 84)V21(s;) = 47 Wy (u)(@° (u) + h°(u))du. (9)
R
gdzie
()= J[fs(xu—x,2)[1+ cos(us,)~ e 121 _
R2
_ eizs1 _e—i(u—x)s1 _ eixs1 + 2eixs1+izs1 ]dxdy

1

g
(10)

hS1(u) = [f(X)f(u—Xx)[4 + 2cos(us,) — 4 cos(xs;) — 2/ )51 —
R

(11)

_ 2e—i(u—x)s1 + Zeixs1 —i(u—x)s ]dX

Dowod: Wzor (9) wynika z Twierdzenia 1, kiedy s, =s,,.

Losowy proces X(s),s € Rbedziemy nazywa¢ wewnetrznie stacjonarnym, jesli
E(X(s1)-X(s5))=00raz V(X(s;)- X(s)) = 2¥(s, - s,) gdzie 2y(s;—s,) jest

wariogramem procesu X(s),se R.
Wtasnosci wewnetrznie stacjonarnego procesu rozpatrywane sg w pracy [5].

Bibliografia

1. Cressie N. Statistics for Spatial Data. New York 1991.

2. H.H. Tpyw, T. LiexoBas MccrnedosaHue crmamucmu4eckux ceolicme OUeHOK
gapuoepaMMbl U KosapuayuoHHoU ¢yHkyuu Bectn HAH Benapycu 2001.

3. H. H. Tpyw Acummomuyeckue memoObl crmamucmu4yecKo20 aHanu3a
gpeMeHHbIX psidos. MuHck BI'y 1999.

4. Troush N. N., Tsekhovaya T.V. Asymptotic Distribution of The Mutual Vario-
gram Estimate, Polish-Czech Mathematical School. Poraj, 2003.

5. T.Lexosas, |. Arcimowicz AHarnu3 8HympeHHble cmayuoHapHbIX CryYaliHbiX

npoyeccos. bpect, 2004.
. T. AHgepcoH Cmamucmu4eckul aHanu3 epemMeHHbIx psidos Mup, 1976.

(2}

Modelowanie



