Bralem udzial w pisaniu podstawy programowej

Michal Krych*, Warszawa

Zwrocit sie do mnie Marek Kordos z prosba o napisanie do
dnia 1 czerwca opowiadania na temat tworzenia podstawy
programowej. Nie wiadomo dlaczego akurat do mnie, ale
zgodzitem sie zrobi¢ mu taki prezent z okazji
Miedzynarodowego Dnia Dziecka (widaé, ze Marek czuje sie
ciagle mlodo).

Wypada jako$ zaczaé, wigc zaczne od tego, ze jestem

od dawna przeciwny kolejnym reformom o$wiaty,

a zwlaszcza tym przygotowywanym szybko. Chodzi mi

o to gtéwnie, ze wigkszo$¢ nauczycieli, podobnie jak
wiekszosé urzednikow, hydraulikéw, woznych, dziennikarzy
itp. to sa ludzie, ktérzy wykonujg swéj zawdd, bo tak im
zycie sie utozylto. Maja tez jakies rodziny, bywaja chorzy
itd. Trudno wiec spodziewad sie, ze gdy akurat trzeba
bedzie zaczynaé uczyé wedtug nowych programéw, beda
mogli poswieci¢ dostatecznie duzo czasu — znacznie wiecej
niz zwykle — na to, by sie solidnie do tego przygotowac.
Beda tez zaskakiwani w rézny sposéb.

Jaki$ czas temu (/= 20 lat temu) powiedzialem w czasie
wyktadu z analizy matematycznej dla studentéw drugiego
roku matematyki Uniwersytetu Warszawskiego, ze
wyznacznik jest funkcja ciagla wspotczynnikéw macierzy,
bo to suma pewnej liczby iloczynéw i z niewiadomych
przyczyn zapytatem studentéw o liczbe tych iloczynéw.
Dowiedziatem sig, ze tych iloczynéw jest n. Ta odpowiedz
mnie nie ucieszyta, wiec studenci zmienili ja na n™ i znéw
nie zadowolili wyktadowcy. Trzeci strzat byt juz taki, jak
trzeba. Byl to wynik zmiany sposobu definiowania
wyznacznikéw na pierwszym roku. Niby w dalszym ciagu
dowiaduja sie, ze wyznacznik jest suma n! iloczynéow

z odpowiednimi znakami, ale teraz jest to jeden z licznych
wnioskéw, a gdy ja sie uczytem, byta to podstawowa
definicja. Podatem wigc jaki$ inny dowdd i po ktopocie.

Nauczyciele prowadzac lekcje wedlug zreformowanego
programu, tez beda sie w ich trakcie dowiadywacé, ze zwykle
uczniowie cos wiedzieli np. w pierwszej licealnej, ale

w wyniku zmiany sposobu uczenia juz nie wiedza, a tylko
styszeli o tym. Trzeba wiec poswiecié temacikowi wiecej
czasu. Po kilku latach nauczyciele juz wiedza, co i jak robié,
ale wtedy zaczyna si¢ nastepna reforma, po ktorej ma juz
by¢ wspaniale. Efekty tych dzialan widze, uczac studentéw
pierwszego roku i $miem twierdzié, ze jest coraz gorze;j.
Systematycznie. Oczywiscie, w Polsce wszyscy kochamy
tradycje, co w przypadku reform edukacji oznacza, ze sa one
stabo, bo za szybko, przygotowane i — co najwazniejsze —
nieprzetestowane. Z jakichs$ tajemniczych powoddéw nie ma
nigdy czasu, by sprawdzié¢, jak nowy program zadziata.

Na to trzeba kilku lat i kilkunastu (lepiej kilkudziesigciu)
roznych szkot dziatajacych w réznych warunkach. Wiem

o tym, ze niektérzy autorzy podrecznikéw zbierali, a moze
nadal zbieraja opinie o swych dzietach, by méc je
poprawia¢. Wiem na pewno o istnieniu takich, bo kiedy$
powiedzialem jednemu, ze dziecko moje uczy sie z jego
podrecznika, a nauczycielka po prostu nie rozumie sugestii
Autora i ukierunkowuje dzieci zupelnie inaczej. Powiedziat

mi, ze juz to wie, ze w jego ksiazce jest za duzo pomystow
(to prawie cytat, ale sprzed okoto 30 lat).

Po tym wstepie jest prawie oczywiste, ze nie powinienem
uczestniczy¢é w pracach nad podstawa programowa, a jednak
zostatem do nich zaproszony i bede ponosi¢ czesé
odpowiedzialnoéci za powstaty produkt. Moja decyzja
spotkala sie tu i 6wdzie z wyrazna dezaprobata. Zgodzitem
si¢ na prosbe dr hab. Macieja Borodzika, ktérego zdarzyto
mi si¢ czegos uczy¢ i ktéry szukat do wspétpracy ludzi
kompetentnych. Widziatem, ze bedzie staral sie¢ rozmawiaé
z réznymi ludzmi, a to dobry znak. W zespole znalezli si¢
wyktadowcy z wyzszych uczelni, wiec osoby majace podstawy
do wypowiadania sie w sprawie zawarto$ci merytorycznej
podstawy programowej, nauczyciele, ktérzy wiedza,

co mozna w czasie lekcji zrobi¢ i w jakim czasie oraz mlodzi
zapalency, ktorzy z kolei wiedza, ze wszystko da sie zrobié

i ze warto zmienia¢ i uwspotczesnia¢ programy nauczania.
Zgodzitem si¢ wejs¢ do zespotu, zastrzegajac, ze rozmawiaé
moge tylko o matematyce. Zrobitem to, choé¢ trudniej potem
bedzie narzeka¢ na efekt, bo przeciez zawsze winni sa jacy$
oni. Poza tym miatem i mam nadzieje, ze da si¢ zapobiec
réznym bardzo niebezpiecznym pomystom specéw od tzw.
nowoczesnosci, moze da si¢ przywréci¢ przynajmniej
czedciowo wlasciwg range rozumowaniom i dowodom, moze
uda sie przynajmniej spowolni¢ proces prowadzacy do nauki
wszystkiego na pamie¢ przy jednoczesnych okrzykach, ze
pamieta¢ nic nie trzeba, bo wszystko gdzie$ juz jest
napisane. Jednoczes$nie wiedzialem, ze w zespole pojawia sie
osoby, ktére maja do$wiadczenie i z ktérymi bede w stanie
dyskutowa¢. Uwazatem tez, ze zmienia¢ nalezy mozliwie
malto. Nie bylem jedyny. Cos trzeba, bo zmienia si¢
organizacja szkél, a te zmiany spowoduja tez likwidacje
egzaminu po szoste] klasie, przesuniecie egzaminu po klasie
dziewiatej na koniec klasy ésmej. Cos wiec komisja musiata
poprzestawia¢. Dodaé¢ musze, ze nie czuje si¢ kompetentny
w sprawie szkél podstawowych, bo nigdy w takiej szkole
niczego nie uczytem, a wlasne dzieci to zupelnie inna sprawa.
Jednak uczytem w pierwszych licealnych i stad nieco wiem
o efektach réznych poczynan w szkotach podstawowych.

Zaczne od rzeczy $miesznej. Kto§ wymyslil, ze koniecznie

w podstawéwkach musi pojawi¢ sie twierdzenie Pitagorasa
(lata siedemdziesiate poprzedniego wieku). Wydedukowano
z tego, ze trzeba w szkotach podstawowych méwié¢ o liczbach
wymiernych i niewymiernych, bo pono¢ bez tej wiedzy ich
uzywaé nie sposob. Autorom tej Smialej tezy jako$ nie
przeszkadza to, ze Archimedes nie mial pojecia

0 niewymiernosci 7, a jednak udowodnit kilka wzoréw,

w ktorych ta liczba wystepuje, G. W. Leibniz zsumowat
szereg 1—%4—%—%—&-..., a zmart 45 lat przed
wydrukowaniem pierwszego dowodu niewymiernosci tej
liczby. Euler zsumowal szereg Z n_12 w roku 1735, wiec 26 lat
przed pojawieniem sie dowodu niewymiernosci 7. Jakos
mogli sie réznymi rzeczami zajmowaé, uzyskiwaé rezultaty,
ktore weszly na trwate do matematyki, choé¢ nie wiedzieli, ze
m ¢ Q. W dalszym ciagu nie wiadomo, czy stata Eulera
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(przyp. v = limp~oo(1+ 2 + 2 + ...+ 2 —Inn)) jest
wymierna, a jest z powodzeniem stosowana w przeréznych
sytuacjach. Nie wie tez nikt, czy liczba 7 + e jest wymierna.

Uczono, oczywiscie, bez dowodu zgodnie z panujaca moda,
co zrozumiale, bo choé¢ dow6d podany w 1761 r. przez

J. H. Lamberta mozna napisaé¢ zrozumiale z punktu
widzenia licealisty (zrobil to M. Laczkovicz), to jednak do
szko6l podstawowych to rozumowanie nie nadaje sie zupetnie.

Nie dowodzono nawet, a przynajmniej nie byto nakazu
pokazania w czasie lekcji dowodu niewymiernosci cho¢by
liczby v/2, bo dowdd mial byé za trudny do przeprowadzenia
w szkole podstawowej. Rezultat ,badalismy” w drugiej
potowie lat siedemdziesiatych w czasie egzaminéw
wstepnych do XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie
(obecnie im. S. Staszica). Pytanie wymyslil éwezesny
doktor, Tadeusz Iwaniec: czy liczba 3,14 jest niewymierna?
Odpowiedz na ogél byta twierdzaca, a argument byt prosty:
m = 3,14, a przeciez liczba 7 jest niewymierna. To byli
kandydaci do klas matematycznych, wiec osoby deklarujace
zainteresowanie matematyka, otrzymujace w swych szkotach
oceny bardzo dobre. Usitowatem doprowadzi¢ do skreslenia
z podstawy programowej niewymiernosci 7 oraz przesuniecie
opowiesci o liczbach niewymiernych w takie miejsce, by
uczniowie mogli juz zrozumie¢ dowdd niewymiernosci np.
liczby v/2. Moim zdaniem gtéwnym celem opowiadai

o liczbach niewymiernych jest pokazanie uczniom dowodu
niewymiernosci. Dow6d niewymiernoéci v/2 to pierwszy
dowdd tego, ze czegos nigdy nie zrobimy, bez wzgledu na
postep wiedzy, powstawanie coraz lepszych komputeréw itd.
Przy okazji: to, czy jakas liczba jest wymierna, zadnego
praktycznego znaczenia nie ma, a tez zadnego zrozumiatego
dla mlodziezy wniosku z niewymiernosci liczby 7 nikt mi
wskaza¢ nie potrafi. W dodatku wiekszo$¢ nauczycieli nigdy
dowodu niewymiernoéci tej liczby nie widziala

i rozpowszechnia jakie$ teorie na temat jego trudnosci,
oczywiscie falszywe.

Oczywiscie, na innych przedmiotach tez tak si¢ dzieje:
kiedy$ moje chyba dziewiecioletnie wtedy dziecko
przywedrowalo z problemem, jak napisaé¢ wypracowanie
zatytulowane ,,Znaczenie Konstytucji Trzeciego Maja”. Nie
umiatem dziecku sensownie poméc. W podreczniku autorzy
napisali, ze byla czarna procesja, konstytucje uchwalono,
byto powstanie kosciuszkowskie, a na rynku starego miasta
sg cztery strony, ktére maja nazwy, mogto jeszcze cos byé
o Targowicy. To jest takie samo robienie ,wody z mbzgu”
jak opowiesci o niewymiernoéci m. Rzecz oczywiscie na tym
polega, ze nikt na podstawie takiego tekstu nie moze nic
sensownego napisa¢ na zadany temat, wziety zreszta

z podrecznika i trzymajacy sie w nim dlugo (mam dzieci

w réznym wieku). Dziecko jednak czegos sie w szkole
nauczylo, bo propozycje, by napisato, ze znaczenie tego
dokumentu bylo zadne, bo konstytucja w zycie nie weszla,
odrzucito, méwigc co$§ w rodzaju: ja przeciez tak nie moge
napisa¢. Jak widaé, rezultaty nauczania historii

i matematyki sa zblizone.

Tlem jest tu wymdg, moim zdaniem, absolutnie zasadniczy:
trzeba méwi¢ w szkotach o rzeczach zrozumiatych. Mozna
podawaé twierdzenia bez dowodu, ale tylko wtedy, gdy sa
one co najmniej bardzo przydatne. Méwienie w sposéb

niezrozumialy o rzeczach, ktére kiedy$ ktos uznal za
interesujace, jest bez sensu, bowiem dziatwy one nie
interesuja, zreszta mlodzi ludzie nie wiedza przeciez i to
zupelnie, po co mieliby sie akurat tego nauczyé. W rezultacie
stuzy to jedynie ugruntowaniu u mlodziezy pogladu, ze
szkota z zyciem wspdlnego za wiele nie ma.

To nie jest jedyny przyktad pojawiania sie bezsensownych
wymagan w szkole. Nauczyciele domagaja sie tzw. usuwania
niewymierno$ci z mianownika. Argumentuja, ze napis g
jest tadniejszy od napisu % To rzecz gustu oczywiscie. Nie
zwalczam tego, choé¢ zupelnie nie wiem, w czym przejawia sie
piekno napisu % i dlaczego jest on tadniejszy od 3%/5 Nie
zwalczam, bo mtodziez przy okazji tego rodzaju zabaw
¢wiczy jednak przeksztatcanie wyrazen algebraicznych,

a ta umiejetnosé jest przydatna w czasie studiow. Pytatem
wielokrotnie studentéw, po co usuwaja niewymiernosé

z mianownika. Odpowiedz to: tak kazano w szkotach,

a argumentem zapamietanym jest piekno napisu. Oczywiscie,
szto o cos$ innego. Dawno temu liczono w pamieci, na kartce.
Kazdy, kto to robil, pamietal po pewnym czasie, ze

V2 & 1,41, a moze nawet /2 &~ 1,4142 i wtedy od razu
wiedzial, ze Lz ~ 0,71 — tatwiejsze jest dzielenie przez 2 od
dzielenia przez 1,4142. Uzytkownikom kalkulatoréw,
komputeréw zapisanie w tej ,tadniejszej postaci” raczej
przeszkadza, bo zmusza do wciskania wiekszej liczby
guziczkow. Cieszytbym si¢, gdyby przestano opowiadaé takie
glupstewka, ale na to szans pewnie nie ma. Gléwnie dlatego,
ze z ogromng trudnoscig powiedzie¢ mozna uczniom: dopiero
za czas jaki$ czeS¢ z was zrozumie, dlaczego nalezato sie
nauczyc akurat tego. Zastepcze argumenty sa zdecydowanie
szkodliwe, bo ich nieprawdziwosé predzej czy pdzniej
zauwazg uczniowie, wiec ich wiara w stowa nauczycieli
zmaleje. Nalezaloby jednak kazaé rozkladaé na czynniki,
wymnazaé, bo po prostu pewna wprawa jest potrzebna
pézniej, by moéc zrozumieé nieco bardziej ztozone kwestie.

Dowody na lekcjach matematyki sa w szkole konieczne,
zapewne od siédmej klasy, a na pewno od 6smej. Chodzi

o umiejetno$é¢ rozumowania. To ma znaczenie nie tylko dla
matematykéw. Matematyka jest obowiazkowa dla
wszystkich, wiec te jej elementy, ktére majg znaczenie
réwniez dla polonistéw, historykéw, sprzedawcoéw zielonego
groszku, powinny by¢ traktowane z ogromna powaga.
Umiejetnos¢ logicznego myslenia jest na pewno wazniejsza
od wzoru na wspdtrzedne wierzchotka paraboli, czy wzoru
Herona na pole tréjkata. Ludzie po maturze powinni mieé
niezerowe szanse zrozumienia réznych ustaw, przepiséw itp.
W dobrze napisanych ustawach rézne pojecia sa definiowane
na wstepie. Jest to absolutnie konieczne, bo czesto od tych
sformutowan zaleza wysokosci jakich$ optat, nakazy lub
zakazy (ciekawe, jak milodnicy regulowania wszystkiego za
pomoca ustaw, rozporzadzen, zarzadzen zdefiniuja kobiete

i mezczyzne, te stowa wystepuja w konstytucji RP: kim jest
hermafrodyta, np. jedna z niezyjacych juz rekordzistek
$wiata w biegu na 100 m)."

Dowodzenie mozna zaczynaé juz dosy¢ wezesnie, ale

w konkretnych sytuacjach. Ceche podzielnosci przez 2 mozna
spokojnie omawiaé wczesnie z uzasadnieniem dostepnym dla
dzieci, ktére od formalnego dowodu w istocie swej niewiele
sie rozni: dziesiatka to pie¢ par, wiec jakakolwiek liczba
dziesigtek to tez ile$ par, zatem ostatecznie trzeba tylko

I Zawsze staram si¢ pomagaé ludziom, wiec proponuje: kobieta to ssak z torebka,.
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zobaczyé, czy resztka w pary da sie ustawié. Mozna zapewne
tez zapytaé dziecko, czy tak samo (czyli patrzac na cyfre
jednosci) mozna sprawdzaé¢ podzielnos$é przez 4 lub przez 3.
Moze to robié nauczyciel w trakcie lekcji, jesli ma na to czas
i jesli sam dobrze rozumie, w czym sprawa. Oczywiscie, na
poczatku dzieci nie sa nijak zainteresowane dowodzeniem, sg
sklonne wierzy¢ starszym, ale mozna i nalezy zachecaé

je przer6znymi pytaniami do uzasadniania réznych zdan.

Dzieci moga rozumowaé¢ w konkretnych sytuacjach. Mozna
rozwiazywacé zadania tekstowe bez uzywania algebry, réwnan
itp. To robiono przez setki lat z dobrym skutkiem. Trzeba
jednak pamietaé, ze wcale nie chodzi o rozwigzywanie
konkretnych zadan, lecz o wnioskowanie. Algebra
przyspiesza rozwigzywanie licznych zadan, ale czyni te
rozwiazania niezrozumialymi, przynajmniej dla wiekszosci.
Przedwczesna algebraizacja prowadzi do rytualnego
przeksztalcania réwnan, zdecydowanie bez zrozumienia.
Nauczyciel czegos sobie zyczy, uczniowie spelniaja jego
zyczenia, potem jest przerwa i nastepna lekcja, np. polski
albo wf, co pozwala spokojnie zapomnie¢ o niezrozumialtej
matematyce. Wigkszosci ludzi algebra, ktorej zreszta nie
rozumieja, do niczego w zyciu nie przydaje sie. Powinno sie
jej uczyé, ale te osoby, ktérym przyjdzie studiowaé lub
pracowaé w zawodach wymagajacych stosowania wzoréw.
Do klasy szostej wazniejsze jest rozumowanie, ale nie

w sytuacji abstrakcyjnej, lecz w konkretnej i tam nie
powinny pojawiaé sie zadne roéwnania.

Na poczatku wazniejsze jednak jest opanowanie
umiejetnosci rachowania, rysowania figur geometrycznych,
bo bez niej nie moze by¢ pézniej mowy o eksperymentach.
Nieduze liczby uczniowie powinni dodawaé i mnozy¢

w pamieci miedzy innymi po to, by poznaé wielkos¢ liczb

w réznych sytuacjach. Odwotywanie si¢ do urzadzen
elektronicznych nie ma sensu, bo wtedy mamy do czynienia
gltéwnie z gimnastyka paluszkow. Tu zreszta uwaga pod
adresem fizykéw. W zadaniach w podrecznikach do fizyki
powinny by¢ brane pod uwage rzeczywiste sytuacje. Trudno
za takie uznaé stosowanie wzoréw wyprowadzanych przy
zatozeniu sinx ~ = do katéw w okolicach 7, a to jest
nagminne w odniesieniu do zadan np. z optyki
geometrycznej. Mialto to sens dawno temu, gdy wszystko
przeliczano recznie, wiec powoli, bo kalkulatory i komputery
Hhie istnialy”. Teraz sytuacja pono¢ zmienila sie, wiec
zadania tez trzeba pozmieniaé.

W szkole podstawowej uczniowie wedle naszej propozycji nie
musza opanowaé wlasnosci poteg o ujemnych wyktadnikach,
bo w zasadzie nie ma na to czasu, ale tez nie jest to
wszystkim w zyciu potrzebne. Jest jednak sytuacja
szczegbdlna dotyczaca poteg liczby 10. Zapisywane sa czegsto
liczby w postaci 6,02 - 1023, ale tez w postaci 1,60 - 107 lub
1,67 - 10727, Co gorsza, zabawki elektroniczne tez potrafia
odpowiadaé, zapisujac liczby w ten sposéb. Uczen uzywajac
kalkulatora, niewatpliwie spotka takie napisy. Powinien je
rozumieé. Po zaakceptowaniu zapisu dziesietnego nie jest to
trudne i wcale nie oznacza, ze trzeba tez wiedzie¢, czym jest
773, Za tym wiec optowatem.

Sugerowatem tez, ze odczytywania ,liczb rzymskich” nalezy
uczy¢ tak, by uczen byt w stanie odczytywaé napisy na
starych budowlach np. na kosciotach. Tu zdecydowanie
nalezy uczy¢ wiecej niz do tej pory, tj. do X 11, albo nie
uczy¢ weale. Znéw chodzi o to, ze te napisy wszyscy
zobacza, powinni tez zrozumieé ich tresé.
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Mysle, ze tematy geometryczne sg na tyle standardowe, iz nie
warto o nich pisaé¢. Poza tym, ze twierdzenie Talesa pojawié
sie ma dopiero w liceum, co zresztg jest powrotem do
tradycji. Jest jednak dosy¢ tematéw waznych do oméwienia
w szkole podstawowej, wiec to nie powinno budzié zastrzezen.

Wiele oséb koniecznie chciatoby, aby juz w szkole
podstawowej pojawily sie funkcje. Abstrakcyjne pojecie
funkcji w szkole jesli wystepuje, to jedynie formalnie,

a potem i tak rzecz redukuje sie do kilku funkcji: liniowa,
kwadratowa, wymierna stopnia pierwszego zwana
homografia, cho¢ w rzeczywistym przypadku trudno
zauwazy¢ jakikolwiek zwigzek tych funkcji z obrazkami, no
ewentualnie kosinus, sinus, funkcja wykltadnicza i logarytm.
Nawet jesli autor jakiego$ podrecznika definiuje funkcje
abstrakcyjnie, piszac o dziedzinie jako zbiorze argumentéw
i o zbiorze wartosci, to i tak nie bedzie przeciez pisaé, ze
permutacje sa funkcjami itp. Jesli rzeczywiscie komus
potrzebny jest wykres czego$, to moze go narysowacé
uczniom. Zabawy w przesuwanie wykreséw tudziez inne tego
rodzaju przeksztalcenia powinny pojawiaé si¢ wtedy, gdy
staja sie potrzebne. Oznacza to, ze w szkole pojawi¢ sie one
powinny przy okazji omawiania réwnan kwadratowych

i funkcji kwadratowej, przy okazji sprowadzania tréjmianu
kwadratowego do postaci kanonicznej, weczesniej to jedynie
sztuka dla sztuki. Inne miejsce to rysowanie wykreséw
funkcji wymiernych pierwszego stopnia, ale to wszystko ma
sens dopiero w liceum, gdy co$ z tymi funkcjami uczniowie
beda zmuszeni zrobi¢. W szkole podstawowej pojawi sie
wstep do tych zagadnien przy okazji ogladania danych
statystycznych i wiecej o nich nie ma powodu moéwic.

Na fizyce w szkole podstawowej powinny pojawiaé sie proste
doswiadczenia, uczniowie powinni poznawaé rézne prawa
rzadzace Swiatem, raczej co$ mierzac niz rozwiazujac
rownania i rysujac wykresy. Wiekszo$¢ nie jest jeszcze
przygotowana do abstrakcyjnych rozumowan i bardzo
niewiele im przyjdzie z rysowania wykreséw. Byloby dobrze,
gdyby skojarzyli zwiazek miedzy czasem, predkoscia i droga,
a na razie tak nie jest — wielu studentéw miewa z tym
problemy, co brzmi albo tragicznie, albo jak zart, ale jest,
niestety, faktem obserwowanym na uczelniach. Bytoby tez
dobrze, aby dowiedzieli sig, co to jest srodek masy, a tak nie
jest. Uczac wiele lat studentéw ekonomii, przekonatem sig

o tym wielokrotnie: probowatem wspomina¢ o $rodku masy
przy okazji funkcji wypuktych, ale szybko zauwazytem, ze im
to przeszkadza, bo nie wiedzg, o czym moéwie. Jest to bardzo
zabawne, bo na lekcjach matematyki méwi sie o $redniej
wazonej, pojecie to pojawia sie w szkole, nawet na maturach.
Mam wrazenie, ze nikt nie méwi uczniom o tym, ze
najprostszy i historycznie pierwszy przypadek sredniej
wazonej to srodek ciezkosci. Mysle, ze to powazny blad
dydaktyczny wynikajacy przede wszystkim z dbatosci

o niemieszanie przedmiotéw. Jest okazja, by pokazaé, ze co$
pojawia sie w réznych sytuacjach, wiec z niej nie korzystamy.
To oczywiscie jest niezalezne od reform, dobrej woli
reformatoréw, bo nigdy nie ma czasu na dogadanie si¢
zespoléw pracujacych nad réznymi przedmiotami — po
prostu osoby decydujace, wigc politycy z réznych partii
decyduja, ile czasu na co jest potrzebne i nie musza nikogo

o nic pytaé, bo sami przeciez najlepiej wiedza . ..

Uczen w szkole powinien poznawaé definicje, a potem
twierdzenia, z ktérych wiekszosé powinna byé dowodzona
przynajmniej w podrecznikach, rowniez wtedy, gdy owe



dowody na lekcji nie pojawia sie. Podreczniki, zdaniem
niektérych autoréw, maja stuzyé wylacznie przygotowaniu
do jakichs$ sprawdzianéw. Moim zdaniem to podejscie jest
szkodliwe. Podrecznik powinien omawiaé jakie$ twierdzenia
z danej dziedziny, dawaé mozliwosé przeczytania tekstu
dostosowanego do mozliwosci ucznia, nieco doktadniejszego
od opowiadania ustyszanego w czasie lekcji. Powinny tam
tez znajdowad sie informacje, na ktore na ogdt nie ma czasu
w trakcie zajeé, a ktére sg naturalnym dopelnieniem
omawianych tematow.

Jedli chodzi o program licedéw, to uwazalem i uwazam, ze
nalezy wyraznie wymagaé, aby uczniowie umieli sprowadzaé
tréjmian kwadratowy do postaci kanonicznej. Nie musza
pamieta¢ wzoréw na pierwiastki réwnania kwadratowego,
ale musza je umie¢ wyprowadzi¢. Tym bardziej nie muszg,
pamietaé¢ wzoréw na wspoétrzedne wierzchotka paraboli, ale
muszg umie¢ odczytaé te wspoétrzedne z postaci kanonicznej.
Moim zdaniem celebrowane w szkotach wzory na pierwiastki
rownania kwadratowego i wspélrzedne wierzchotka paraboli
powinny by¢ ciekawostkami, a podstawowe znaczenie
powinno mieé sprowadzanie do postaci kanonicznej

(a nie sama postaé¢ kanoniczna).

Ostatnio w szkole byly wzory na a® — b?, a® — b3. To jeden
z bltedéw: powinien byé¢ wzér na a™ — b, ktory i tak

w niejawnej postaci byt, bo podawano wzér na sume ciagu
geometrycznego. Ten poglad podzielali tez inni cztonkowie
zespolu pracujacego nad podstawa. Nie rozumiem, po co
podawaé i omawiaé oddzielnie szczegdlne przypadki. Mozna
nauczy¢ w tym samym lub krétszym czasie wzoru ogdlnego.
Wiele 0séb lepiej go zapamieta. Z tego wzoru mozna tez
uzyskiwaé formule na a®" 1 4 p?" 1 bo

a4 p? Tt = 2t (—p)*" T tu wyraznie méwie

o wyprowadzeniu drugiego wzoru z pierwszego, a nie

o zapamietywaniu. Poniewaz niektérzy autorzy informuja,
ze a®™ 4+ b®" nie rozklada sie na czynniki, wiec w
podrecznikach powinno obowigzkowo pojawiaé si¢ zadanie
Rozlozyé na czynniki rzeczywiste wielomian z* + b*, byé
moze w towarzystwie zadania wykazaé, ze wielomian z* + 1
nie rozklada sie na iloczyn wielomianow o wspétczynnikach
catkowitych, a nawet wymiernych. Te zadania powinny
pojawié sie w komentarzu do podstawy programowej.

Nie wiem, czy w koncu tam si¢ znajda, bo jacys wybitni
specjalici wiedza, ze napisany przez komisje tekst Warunki
realizacji jest za dtugi. Z mego punktu widzenia méwiag
glupstwa. Jesli chcemy wplywaé w sensowny sposéb na
jakos¢ ksztatcenia, to w szczegélnosci musi by¢ miejsce na
rozwiniecie i poparcie przykladami réznych tez.

W szczegodlnosci rzeczoznawcy oceniajacy podreczniki tez
czesto nie moga wymusié¢ na wydawnictwach réznych rzeczy,
bo z formalnego punktu widzenia tekst ksigzki jest
poprawny, choé czasem jest wrecz szkodliwy. Stowarzyszenie
Nauczycieli Matematyki w swej opinii twierdzi, ze Pochodna
jest miarg zmiany i tak nalezy jg wprowadzaé (na
przykladach praktycznych, ale nalezy pokazac, jak ta zmiana
powstage, np. predkosé jest zmiang drogi w czasie), a tutaj
nie da sie unikngé wprowadzenia przyrostu argumentu,
przyrostu wartosci funkcji i ich ilorazu. Nic, tylko poprzeé te
opinig. Jest drobne ale. Oto zadanie 6 z tegorocznej matury
na poziomie rozszerzonym: Funkcja f jest okreslona wzorem
flx) = ;2111 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz
réownanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie

P = (1,0). Jestem przekonany, ze zdecydowana wiekszo$¢
cztonkéw SNM zacznie od obliczenia pochodnej funkcji f
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za pomoca wzoru na pochodna ilorazu (uczestniczytem

w zebraniu na temat oceniania matur i wiem, ze tak ludzie
do tego podchodza). A tu nalezy obliczyé f'(1) z definicji
pochodnej: f/'(1) = limg_1 W = limg_1 z+ﬂ = %
Oczywiscie obliczenie pochodnej ze wzoru na pochodng,
ilorazu jest niby tak samo dobre, ale pokazuje, ze nauczyciele
wcale nie czuja tego, ze pochodna mierzy tempo zmian
funkeji, ze chodzi o przyblizenie danej funkcji za pomoca,
funkcji liniowej.

SNM ma racje i, by¢ moze, po pewnym czasie dojdzie do
tego, ze istotna czes¢ nauczycieli bedzie w stanie ten
postulat stowarzyszenia realizowaé, ale na razie tak, niestety,
nie jest. Poza tym pochodne m. in. dlatego staly sie bardzo
popularnym narzedziem do badania funkcji, ze daje sie je
oblicza¢ za pomocg bardzo prostych algorytmoéw. Gdy je
wprowadzono, nie istniala jeszcze definicja granicy. Teraz
istnieje, ale w rzeczywistosci jest trudna. Zdecydowana
wiekszo$é oséb trafiajacych na studia nie rozumie pojecia
granicy, tym bardziej pojecia pochodnej. Potrafig ja jednak
oblicza¢. To pozwala (niektérym) na stopniowe zrozumienie
pojecia — widza w konkretnych sytuacjach, co sie dzieje

i powoli zaczynajg rozumie¢. Dzieje sie to jednak powoli, bo
nabranie wlasciwych intuicji wcale nie jest tatwe. Nauke
oprze¢ nalezy na solidnych podstawach. Powinny nimi by¢
definicje i porzadnie sformutowane twierdzenia. Warto tez
pamietac¢, ze w klasie funkcji nieskonczenie wiele razy
rézniczkowalnych pochodna funkcji w punkcie moze byé
zdefiniowana algebraicznie jako operacja liniowa spelniajaca
warunek na pochodna iloczynu — to nietrudne twierdzenie!

I chyba tak na pochodna patrzyt G. W. Leibniz, nie znajac
oczywiscie twierdzenia. (Dla funkcji np. 15 razy
rozniczkowalnych twierdzenie wymaga zatozenia ciaggtosci
operacji liniowej, ale funkcje rézniczkowalne w jakims
punkcie doktadnie 15 razy w szkotach, na politechnikach,

na wydziatach ekonomii, chemii, geologii i wielu innych nie
wystepuja, bo tam w rzeczywistosci wszystkie funkcje sa
analityczne i tylko czasem nie dotyczy to konca ktéregos
przedziatu.)

Nie mozna mie¢ nadziei na rozwiniecie wtasciwych intuicji
pochodnej w szkole u istotnej czesci uczniéw. Tylko jedng

z przyczyn, i to nie najwazniejsza, jest to, ze nie wszyscy
nauczyciele panuja nad tym pojeciem dostatecznie dobrze.
Mozna natomiast nauczy¢ ich obliczania, a o to

w rzeczywistosci chodzi uczelniom. Studenci dopiero p6zniej
nabiora wtasciwych intuicji, czesto szacujac btedy za pomocs
pochodnych lub obliczajac jakies wielkosci w istocie swej
bedace pochodnymi.

Jesli chodzi o zadania optymalizacyjne, to wszystko mozna
sprowadzi¢ do jednego twierdzenia. Chodzi o to, ze jesli
funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie przedzialu P i ma
pochodna we wszystkich jego punktach wewnetrznych, to
funkcja ta jest niemalejaca na przedziale P wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna w kazdym
wewnetrznym punkcie przedziatu P. Twierdzenie to w szkole
mozna udowodnié, ale mozna tez podaé je bez dowodu.
Przedzial P moze by¢ domkniety, domknieto—otwarty,
otwarto—domkniety lub otwarty, moze by¢ nieskonczony lub
skonczony. Wynika stad od razu, ze funkcja f jest stala
(wiec jednoczesnie niemalejaca i nierosnaca) wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna w punktach wewnetrznych
przedzialtu P zeruje sie. Z ostatnich dwéch twierdzen mozna
wyprowadzi¢ kolejne: funkcja f jest Scisle rosnaca wtedy

i tylko wtedy, gdy jest pochodna w punktach



wewnetrznych przedziatu P i miedzy kazdymi dwoma jego
punktami znajduje sie punkt, w ktérym pochodna f’ jest
dodatnia. To wymaga czasu i jesli go brak, o pochodnych
w ogble méwié nie nalezy. Te uwagi dotycza kazdego
tematu, nie tylko optymalizacji.

W innym miejscu prezes ZG SNM pisze 1. Propozycja
zmiany oznaczen zbioréw liczbowych z obecnie stosowanych
N, C, W, IW, R i intuicyjnych dla ucznidw (od pierwszych
liter nazw zbioréw po polsku) wymaga uzgodnien z
wydawnictwamsi i Centralng Komisjqg Egzaminacyjng. Na tej
plaszczyznie musi byé zgodnosé. Moze takze z PTM.

W Szkolnej Encyklopedii Matematycznej sq jako glowne
oznaczenia N, Z, Q, R, C z vwagq, Ze w podrecznikach
szkolnych uwiywa sie N, C, W, R, Z. Zmiana taka moze
wywolac niepotrzebne zamieszanie, utrudnic uczenie sie
matematyki wielu uczniom, czesto uczniowie i nauczyciele
korzystajg ze ,starych dobrych zbiorow”, w ktérych sq
szkolne oznaczenia. Temat do rozwazenia. A jesli takie
zmiany, to réwniez nalezaloby zmienié tg na tan jako
oznaczenie tangensa. Nalezaloby réwniez zmienié¢ sposob
zapisywania przedziatow domknietych,. . . .

Tu skomentuje bardzo zdecydowanie i nieuprzejmie.
Oznaczanie zbioru liczb niewymiernych to nonsens.? Nie
wprowadzaja takiego oznaczenia autorzy bardzo powaznych
ksiazek poswieconych np. liczbom niewymiernym (I. Niven),
przestepnym (A. Baker) i daja sobie rade. Tego oznaczenia
ani w wersji IW, ani w wersji NW nigdy nie nalezato
wprowadzaé. Mozna i nalezy pisaé¢ z ¢ Q. Oznaczenia
wprowadzane w polskich szkotach powinny by¢ zgodne ze
stosowanymi na $wiecie. Byto inaczej w czasach, w ktérych
kontakty zagraniczne byty nieliczne i mocno ograniczane
przez panstwo, w kazdym razie po naszej stronie zelaznej
kurtyny, ale teraz jest inaczej. Od kilkudziesigciu lat nikt na
$wiecie, z wyjatkiem polskich szkél, nie oznacza inaczej
zbioru liczb zespolonych niz literg C. To wyklucza uzycie tej
litery na oznaczenie zbioru liczb calkowitych.® Pozostaje
wiec w tym przypadku trzymac sie oznaczen N. Bourbaki,
czyli zbidr liczb catkowitych oznaczany jest litera Z, co
pochodzi od niefrancuskiego stowa die Zahl. Dzisiejszemu
rzadowi i jego zwolennikom na pewno utatwi pogodzenie si¢
z tym oznaczeniem zdanie God created the integers, all else
is the work of man. wypowiedziane w wersji Die ganzen
Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk. przez L. Kroneckera. Wiele razy zwracatem
uwage nha ten nonsens, a wydawnictwa bronia sie,
nauczyciele, ktorym zwracalem uwage, twierdza, ze na
studiach mtodziez si¢ przestawi. A dlaczego ma sie
przestawia¢? Swiat zmienil sie. Pewne rzeczy sie
ujednolicaja. Zreszta SNM to wie, bo pyta o skrét tan.

W Europie tangens byt oznaczany skrétem tg. To sie
zmienia. Powdd jest bardzo prosty: w komputerach,
kalkulatorach na ogét pojawia sie tan, bo tego wymagaja
najwieksze rynki zbytu, wiec za pewien czas bedzie juz tylko
tan. I nie zalezy to ani od SNM, ani tym bardziej ode mnie.
7 oznaczaniem przedzialéw domknietych jest nieco inaczej:
sugerowane przez bourbakistéw oznaczenie [a, b] jest dosyé

2 T to od idiotyzm, W od wariactwo.

3 Widaé niektérzy chca byé nazywani cymbatami, wigc . ..
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powszechne, ale znaczki {(a,b) tez sa uzywane i nie tylko
w polskich szkotach. Zupelnie nie przyjeto sie oznaczanie
przedzialu otwartego symbolem ]a, b[. W gruncie rzeczy
chodzi gtéwnie o to, ze kilka os6b zdecydowalo kiedys, ze
beda stosowane oznaczenia wydumane przez polskich
dydaktykéw, a potem wydawnictwa wsciekle bronity sie
przed zmianami w obawie o straty finansowe lub
zmniejszenie zyskow.

Dodam, ze argumenty o bezsensownosci tych dziatan nie
trafialy do adresatéw. Jak widaé, nie trafiaja do p. prezes
SNM, ale istniejg argumenty, ktorymi daje przekonac sie
wydawnictwa: oznaczenia W nie ma w opublikowanym przez
CKE zestawie wzordéw i twierdzen dla maturzystéow
zatytulowanym ,Wybrane wzory matematyczne”, wiec nie
wiadomo, czy sg one zgodne z prawem; drugi argument
pochodzacy z formularza dla rzeczoznawcéw oceniajacych
podreczniki szkolne to pytanie, czy uwzglednia aktualny stan
wiedzy navkowej, w tym metodycznej? — otdz oznaczanie
zbioru liczb catkowitych jest niezgodne z aktualnym stanem
wiedzy naukowej, bo przez C oznaczany jest wszedzie zbiér
liczb zespolonych. Takie argumenty powolutku trafiaja do
redaktoréw w wydawnictwach. Ja rozumiem, ze réznym
ludziom wydaje sie, ze moga decydowaé o wszystkim zgodnie
z wlasnymi pogladami, przyzwyczajeniami itp. Jednak ta ich
wolnos¢ powinna by¢ ograniczona do ich wtasnego
mieszkania, a jesli rzecz ma dotyczy¢ wszystkich uczniéw

w Polsce, to jednak trzeba uwzgledniaé to, co sie dzieje na
calym swiecie, ktory zmienia si¢ nieco. To troche przypomina
sytuacje z zycia. Pomimo pelnej wolnosci osobistej nie moge
wybieraé¢ sobie dowolnie strony jezdni, po ktoérej jade, co,
oczywiscie, ma wolnosé ogranicza.

Pod koniec lat szes¢dziesigtych XX w. zdecydowano, ze
trzeba nauczy¢ licealistéw rachunku prawdopodobienstwa, bo
wiele decyzji w zyciu jest opartych na prawdopodobienstwie
zdarzen w przysztosci. Z ta argumentacja trudno nie godzié
sie. Rachunek prawdopodobienstwa zawedrowal do réznych
klas w szkotach. Uczy si¢ go powszechnie. Typowe zadania
to np. jakie jest prawdopodobienstwo, ze w dwdch rzutach
kostka szescienng otrzymamy w sumie 8 oczek. Albo jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze w trzech rzutach moneta
symetryczna wypadna dwa orty i jedna reszka. Przeciez nie
o to w tej teorii chodzi.

Od kilku lat pytam studentéw pierwszego roku o to, jakie
jest prawdopodobienstwo wypadniecia doktadnie 500 000
ortéw w milionie rzutéw symetryczng moneta. Typowe
odpowiedzi to 1 lub okoto 1 albo % lub okoto % To
konsekwencja sprawiania wrazenia, ze wszystko musi by¢
tatwe i zabaw z prawdopodobienstwem polegajacych na
rozwiazaniu typowych zadan podobnych do zacytowanych
wyzej. Zdarzaja sie studenci odpowiadajacy, ze to
(15%%00%%0) .9271000000 " 516 wtedy natychmiast pytam ich

o przyblizonag wartos¢ tej liczby. Oczywiscie, nie spodziewam
1000 000) . 9—1000000 1

500 000 ~ /500 0007 ’
spotkaé kogos, kto w szkole styszal o wzorze Stirlinga

sie odpowiedzi ( bo trudno

i w dodatku zapamietal te formute. Mamy tu przyktad
zadania, ktorego rozwiazanie jest w zasiegu uczniow,
przynajmniej wiekszosci i przy okazji napisana odpowiedz nie
jest zbyt wiele warta, bo i tak ,nikt” nie wie, co to za liczba.



Zeby bylo §mieszniej, mozna te liczbe oszacowaé metodami w zasadzie mieszczacymi sie w zakresie szkoly podstawowej. Mamy

1000 000
(‘s00000) _ 1000 000-999 999-999 998-...-4-3-2-1 _ 999999 999997 999995 J3.1 o
21000000 = T000 000-999 998-999 996-...-8-6-4-2-1 000 000-999 998-999 996-...-8-6-4-2 _ 1000000 999998 ~ 999996 *** 4 2
~ ,/T000000 990090 090098 999997 0090906 099095 1.3 .2 .1 _ 1 <1
1000001 1000000 999999 ~ 999998 999997 999996 “** 5 4 3 2  /100000L > 1000
Podobnie
999999 999997 . 999995 3.1 S \/ 999999 _ 999998 . 999997 . 999996 . 999995 . 999994 . 3.2.1_ 2
1000000 999998 999996 4 2 T000000 999999 ~ 999998 ~ 999997 ~ 999996 999995 ‘4 3 2 — 2000°

Oznacza to, ze szukane prawdopodobienstwo jest liczbg z przedziatu (%, ﬁ) C (0,0007; 0,001), wiec dosy¢ krétkiego.

Oczywiscie, zadne intuicje uczniowskie/nauczycielskie nie sa w stanie podpowiedzieé¢ tego wyniku, z wyjatkiem os6b
operujacych wzorem Stirlinga. Czasem jednak trzeba jakis, niekoniecznie ten, przyktad oméwié¢, by dac¢ znaé grupie myslacych
uczniéw, ze po pierwsze, wzér to nie wszystko, po drugie, ze oszacowanie wymaga tez jakiej$ pracy. Oczywiscie, kalkulator

w pojeciu wigkszosci wszystko obliczy. Jednak, gdy zechca obliczy¢ 1000 000!, a na pewno wiekszosé zechce w wyniku
szkolnego podejscia do symbolu Newtona, to zapewne 6w cud techniki odméwi wspolpracy, a troche wiekszy sprzet, np.
komputer wyposazony w program Wolfram Mathematica, moze jeszcze wspdlpracowaé, ale 100000 000! juz mu sie moze nie
spodoba¢. To wazny komunikat dla tych uczniéw, ktérzy pragna zrozumieé¢ swiat cho¢ w pewnym stopniu, a nauczyciel
powinien ich zmusié¢ do zaplanowania obliczen w taki sposéb, by jednak doprowadzity do wyniku, a nie do wys$wietlenia
komunikatu o niewykonalno$ci dziatan.

W komisji prezentowany byt poglad o koniecznosci pokazywania uczniom prawdziwych danych statystycznych i wyciagania
wnioskéw z nich. Chodzi o to, by uzywaé prawdziwych liczb. Nie ma powodu do tworzenia sztucznych tabelek. Dane sg,
dostepne w internecie, wiec nie ma problemu z ich wykorzystaniem.
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