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Obszerng analiz¢ matematycznych
implikacji réznych stabszych odmian
Pewnika Wyboru znalezé mozna

w P.Howard, J.Rubin, Consequences
of the Aziom of Choice, AMS, 1998.

Symbolem U A oznacza si¢ czasem sume
rodziny zbioréw A, czyli ogét tych i tylko
tych rzeczy, ktére nalezg do jakiego$
zbioru rodziny A:

ze|JA Jaca(z € A).

Istnienie takiego tworu gwarantuje tzw.
Aksjomat sumy teorii zbioréw
Zermelo-Fraenkla, ktora obecnie uznaje
sie za podstawe (prawie) calej
matematyki. Wtadciwie w teorii tej nie
ma sensu rozréznienie na zbiory i rodziny
zbioréw, gdyz niczego innego niz zbiory
w niej si¢ nie rozwaza. Innymi stowy,
cokolwiek, co nie jest puste, sktada si¢
wylacznie ze zbioréw, bo niczego innego
tam nie ma.
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Zakladamy, ze Czytelnik jest po kursie ,Wstepu do Matematyki”.

W szczegblnodci, ze znane mu sg pojecia takie jak relacja réwnowaznosciowa,
klasa abstrakcji, porzqdek (w szczegdlnoscei porzadek dobry). Wie, co to znaczy,
ze dwa porzadki sa izomorficzne i co to jest odcinek poczgtkowy porzadku.
Wie takze, co to jest Pewnik Wyboru i zna twierdzenie Zermeli o dobrym
uporzgdkowaniu. No i, oczywiScie, wie, co to sa zbiory przeliczalne.

7 twierdzenia Zermeli wynika, ze istnieje dobry porzadek na prostej rzeczywistej.
Skadinad wiadomo, ze w kazdej niepustej rodzinie dobrych porzadkéw istnieje
porzadek minimalny. To znaczy taki, ktory jest izomorficzny z odcinkiem
poczatkowym kazdego innego porzadku tej rodziny. W szczegdélnosci bedzie
istnial minimalny porzadek nieprzeliczalny na prostej. Nazwijmy go p. Nietrudno
wykazaé, ze porzadek ten jest izomorficzny z poczatkiem kazdego porzadku
nieprzeliczalnego. Jak? To proste. WezZmy dowolny porzadek nieprzeliczalny p.
Skoro wtasciwe odcinki poczatkowe porzadku p sa przeliczalne, to p nie moze by¢
izomorficzny z zadnym z nich. Wobec tego p musi by¢ izomorficzny z odcinkiem
poczatkowym porzadku p, co byto do wykazania.

No dobrze, ale jak tak naprawde ,wyglada” u? Czy da si¢ skonstruowac
minimalny porzadek nieprzeliczalny? W rozumowaniu z poprzedniego akapitu
uzyliSmy twierdzenia Zermeli, ktére réwnowazne jest Pewnikowi Wyboru.

Jak wiadomo, rozumowania korzystajace z tego ostatniego uznawane sg za
niekonstruktywne. Przez niektérych wrecz uznawane za niepoprawne. Sprobujmy
nie uzywaé pewnika wyboru w zadnej, nawet jego najstabszej wers;ji.

Niech £ bedzie rodzina wszystkich dobrych porzadkéw na podzbiorach w (zbiér
liczb naturalnych: 0, 1, 2, 3, ...) i niech £~)1 bedzie rozbiciem 2 na klasy
réwnowaznosci wzgledem relacji izomorfizmu porzadkéw. Niech dalej, dla

A, B € O (piszemy, dla prostoty ,jest poczatkiem” zamiast ,jest izomorficzny
z odcinkiem poczatkowym”),

(%) A< B <& A jest poczatkiem B dla pewnych A € Ai B € B.

Oczywiscie, w powyzszej definicji wyrazenie ,dla pewnych” mozna zamieni¢
na ,dla kazdych”. Latwo zauwazy¢, ze relacja < jest porzadkiem na ;.
Zauwazmy, ze to jest dobry porzadek. Jesli bowiem A C €2y jest zbiorem
niepustym, a § jest porzadkiem minimalnym w rodzinie | J A, to klasa
réwnowaznosci tego porzadku jest elementem najmniejszym (w sensie ) w A.

Nietrudno si¢ domysli¢, ze (?21, <) jest tym porzadkiem, ktérego szukamy.
Domysty domystami — trzeba to jeszcze udowodnié. Najpierw lemat.

Lemat. Niech (A4,<) € A € Q). Wowcezas A |= {E e :B< /T}

z (odpowiednio okrojonym) porzadkiem < jest izomorficzny z (A, <).

Dowdd. Dla dowodu nalezy wskazaé bijekcje h: A — A | zachowujaca porzadek,

czyli dla ktoérej
(%) c<d= h(c) g h(d), cdeA.

Niech zatem ¢ € A. Oczywiscie (C, p.) € Q1, gdzie p. = {{a,b) € A%: a <b<c}
iC=cl|={de A:a<c}. Wowczas h(c) definiujemy jako klase réwnowaznosci
porzadku (p., C).

Warunek (**) spelniony jest w sposob oczywisty. Wykazemy, ze h jest bijekcja.
RézZznowarto$ciowosé.
Przypus$émy, ze dla pewnych réznych ¢, d € A zachodzi h(c) = h(d). Mozemy

oczywiscie zalozy¢, ze ¢ < d. Wowczas jednak (c |, p.) jest wlasciwym odcinkiem
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poczatkowym porzadku (d |, pq). Skoro klasy tych porzadkéw sa identyczne,
oznacza to, ze sg one izomorficzne. Jest to jednak niemozliwe, bo zaden dobry
porzadek nie jest izomorficzny ze swoim wlasciwym odcinkiem poczatkowym.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi réznowartosciowosci odwzorowania h.

Surjektywnosé.

Niech B < A i niech (B,<pB) € B. Oczywiscie, mozemy zalozy¢, ze B jest
odcinkiem poczatkowym porzadku (A, <). Bez watpienia jest on odcinkiem
wlasciwym. Biorac teraz d jako najmniejszy element w A poza B, widzimy, ze
<p={(a,b) € A% : a <b<d}, aco za tym idzie B = h(d).

Z lematu tego wynika w szczeg6lnosci, ze wtasciwe odcinki poczatkowe porzadku
1y s przeliczalne. Poniewaz dla dowolnych dwu dobrych porzadkéw jeden jest
(izomorficzny z) odcinkiem poczatkowym drugiego, oznacza to, ze O jest
odcinkiem poczatkowym dowolnego dobrego porzadku nieprzeliczalnego.

Pozostalo zatem do udowodnienia, ze (~21 jest nieprzeliczalny. Poniewaz 51
zawiera klasy wszystkich porzadkéw skoficzonych, oznacza to, ze jest on
nieskoficzony. Przypuéémy, ze {2 jest przeliczalny i niech f:w — ) bedzie
bijekcja realizujaca te przeliczalno$c. Niech teraz C bedzie klasa rownowaznosci
porzadku (w,my), gdzie 7y = {(m,n) € w?: f(m) < f(n)}. Na mocy Lematu
porzadek (w, my) jest izomorficzny z C| z porzadkiem <. Z drugiej strony (w, )
jest izomorficzny z <(~21, <), co znaczaloby, ze ten ostatni jest izomorficzny

ze swoim wlasciwym odcinkiem poczatkowym C 1, co jest niemozliwe. A zatem
Q4 jest nieprzeliczalny.

Wystepujace w tytule wy jest pierwsza nieprzeliczalng tzw. liczbg porzgdkowaq,
czyli takim zbiorem «, ktéry jest przechodni (x € @« = x C «) i spdjny

(r,y €a,z#y = x €y V y € x). Dowodzi sie, ze liczby porzadkowe to zbiory
przechodnie dobrze uporzadkowane przez relacje nalezenia. Przyktadami liczb
porzadkowych sa liczby naturalne (w ujeciu von Neumanna: 0 = (), 1 = {0},

2 = {0, 1}, etc.), cale w, a takze w U {w}. Ogdlnie rzecz biorac, dla liczby
porzadkowej a zbiér S(a)) = e U {a} jest liczba porzadkowa. Daje to nam
nieskonczony ciag przeliczalnych liczb porzadkowych:

w, S(w) , S(SW)), ..., S(...S(S(w))...),

Okazuje sie, ze liczb porzadkowych jest znacznie wiecej: jest ich tak duzo, ze nie
spos6b zmiesci¢ je w jednym zbiorze. Gdyby bowiem istniat zbiér On wszystkich
liczb porzadkowych, sam bytby liczba porzadkowa, a przez to swoim wlasnym
elementem i mielibySmy On € On (tzw. paradoks Burali-Fortiego), co nie jest
mozliwe. W szczegdlnosdci wi musi istnieé, bo gdyby wszystkie liczby porzadkowe
byty przeliczalne, to udatoby sie je ,,upcha¢” w jednym zbiorze.

Czy jednak udalo nam si¢ ,zobaczy¢” wi 7 W pewnym sensie tak. Skoro porzadek
(01, <) jest pierwszym (z dokladnoscia do izomorfizmu) nieprzeliczalnym dobrym
porzadkiem, a wy jest pierwsza nieprzeliczalna liczba porzadkowa, to biorac pod
uwage, ze kazdy dobry porzadek jest izomorficzny z jaka$ liczba porzadkows,
dostajemy, ze {21 jest porzadkowo izomorficzny z w1. Inaczej méwiac, wy
Swyglada” dokladnie tak samo jak €21, a to przeciez nasz dobry znajomy.

PS. Biorac w definicji () zamiast w zbiér §~21, dostaliby$my zbi6r 52, ktéry
swyglada” jak we — nastepna co do mocy po w; liczba porzadkowa. Potem,
iterujac ten proces, ,zobaczymy” ws, wy, ws, etc.

A jak bedzie wygladato w,?

A jak wy,?
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