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Na drugim etapie XII Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw (obecnie Olimpiady Matematycznej Junioréw)

pojawito sie nastepujace zadanie:

,Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pewien kolor w taki sposéb, aby kazda prosta byta jednokolorowa
lub dwukolorowa. Jaka jest najwicksza mozliwa liczba koloréw, ktérych mozna uzy¢ do pomalowania punktéw tej
plaszczyzny? OdpowiedZ uzasadnij.”

Odpowiedz brzmi: trzy kolory.

Udowodnijmy najpierw nie wprost, ze nie mozemy uzy¢ czterech kolorow.
Zalézmy, ze mozna uzy¢ czterech kolorow — wybierzmy zatem cztery
roznokolorowe punkty. Zauwazmy, ze zadne trzy z nich nie sa wspoélliniowe,

bo w innym przypadku znalezlibySmy trzykolorowa prosta. Oznaczmy wybrane
przez nas punkty A, B, C, D, w taki sposéb, by proste AB i C'D sie przecinaly.
Ich wspdélny punkt oznaczmy jako FE.

Jesli punkt F ma taki sam kolor jak punkt A czy B, to prosta CD jest
trzykolorowa. W innym przypadku prosta AB jest trzykolorowa. DowiedliSmy,
ze kolorujac plaszczyzne przy uzyciu czterech koloréw, zawsze znajdziemy
trzykolorowa prosta.

Teraz pokaze kolorowanie plaszczyzny trzema kolorami, spelniajace warunki
zadania. Pokolorujmy cala ptaszczyzne jednym kolorem, np. zielonym.
Wybierzmy dowolng prosta i pokolorujmy ja innym kolorem, np. niebieskim.
Na prostej wybierzmy dowolny punkt i pokolorujmy go trzecim kolorem, np.
czerwonym. Wtedy kazda prosta jest co najwyzej dwukolorowa.

Po zawodach zadatam sobie pytanie: a jesli kazda prosta bedzie co najwyzej
trzykolorowa? Ilu koloréow bedziemy mogli wtedy uzy¢ do pokolorowania
punktéw plaszezyzny? Odpowiedz jest w tym przypadku zaskakujaca: mozemy
uzy¢ nieskonczenie wielu koloréw!

Pokolorujmy cala ptaszczyzne jednym kolorem. Wybierzmy dowolny okrag i pokolorujmy kazdy jego punkt innym
kolorem. Jedli prosta nie ma punktéw wspdlnych z okregiem, jest jednokolorowa. Jesli jest do niego styczna, jest
dwukolorowa, a jesli prosta przecina okrag, jest trzykolorowa.

Mozemy postawi¢ analogiczne pytania dla okregdw: na ile koloréw mozemy pokolorowaé punkty ptaszczyzny, jesli
kazdy okrag moze by¢ co najwyzej dwu- czy trzykolorowy. Rozwiazania tych probleméw sa bardzo podobne do tych
postawionych dla prostych, dlatego znalezienie odpowiedzi pozostawiam Czytelnikowi.

Moja praca odpowiadata na jeszcze bardziej ztozone pytanie niz to postawione podczas olimpiady: na ile koloréw
mozna pokolorowaé punkty plaszczyzny, jesli kazda prosta moze byé co najwyzej m-kolorowa, a kazdy okrag co

najwyzej n-kolorowy.

W pracy udato mi sie znalezé odpowiedz dla prawie wszystkich wartosci m i n. Wyjatkiem jest przypadek m =n =3
— umiem wykazaé, ze w takim przypadku mozemy uzy¢ czterech koloréw, ale nie szesciu. Przypadek pieciu koloréw
jest otwarty. W dalszej czesci artykulu zaprezentuje dowody dotyczace tego przypadku.

Twierdzenie: Niech k£ bedzie maksymalna liczba koloréow, na ktére mozemy
pokolorowaé punkty plaszczyzny tak, ze kazda prosta i kazdy okrag jest

co najwyzej trzykolorowy. Wtedy 4 < k < 6.

Na poczatku pokaze kolorowanie ptaszczyzny czterema kolorami, takie, ze kazda
prosta i kazdy okrag jest co najwyzej trzykolorowy.

Pokolorujmy catg ptaszczyzne jednym kolorem, np. szarym. Wybierzemy okrag
i pokolorujmy go innym kolorem, np. brazowym. Na okregu wybierzmy dwa
punkty i pokolorujmy je na jeszcze inne kolory, np. czerwony i zielony.

Wtedy kazdy okrag i kazda prosta sa co najwyzej trzykolorowe. Stad k > 4.

Zal6zmy, ze mozemy pokolorowaé plaszczyzne szedcioma kolorami — wybierzmy szes¢ réznokolorowych punktow.
Zauwazmy, ze mozemy znalez¢ taka prosta przechodzaca przez co najmniej dwa punkty, ze pozostale wybrane
punkty beda leze¢ po jednej stronie tej prostej. Z drugiej strony zauwazmy, ze na takiej prostej moga leze¢
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co najwyzej trzy wybrane punkty, bo w innym przypadku znalezlibySmy
czterokolorowa prosta. Rozpatrujemy zatem dwa przypadki ze wzgledu

na liczbe wybranych punktow na prostej. Ponizej przedstawie jeden z nich
(rozwiazanie dla drugiego z nich jest analogiczne i pozostawiam je
Czytelnikowi).

Na prostej leza dokladnie dwa wybrane punkty — oznaczmy je jako A i B,

a pozostale jako Py, P>, P3 i Py. Sposréd katéw AP, B, AP,B, AP;B i AP,B
wybierzmy ten o najwiekszej mierze — AP; B (zauwazmy, ze gdyby byly dwa
takie katy, to znalezliby$my czterokolorowy okrag). Punkt P; oznaczmy

jako C. Sposrod pozostatych katéw wybierzmy ten o minimalnej mierze —
AP;B (jest tylko jeden taki kat z analogicznego powodu). Punkt P; oznaczmy
jako D. Pozostate punkty oznaczmy jako E i F.

Zauwazmy, ze punkt C' lezy wewnatrz okregu AEB. Rozpatrzmy teraz dwa
przypadki:

e Punkty C, D i F' sa wspoélliniowe. Punkty przeciecia prostej CDF
z okregiem AEB oznaczam jako G i H. Jesli punkt G ma taki sam kolor
jak punkt C', D lub F, to okrag AEB jest czterokolorowy. W innym
przypadku prosta CDF jest czterokolorowa.

e Punkty C, D, F nie sa wspélliniowe. Punkty przeciecia okregu CDF
z okregiem AFE B oznaczam jako G i H. Jesli punkt G ma taki sam
kolor jak punkt C, D, F, to okrag AEB jest trzykolorowy.

C W innym przypadku okrag CDF jest trzykolorowy.
W kazdym przypadku (takze dla trzech wybranych punktéw na prostej)
A znajdujemy czterokolorowsg prosta lub okrag. Zatem nie mozemy wykorzystaé
v sze$ciu koloréw do pokolorowania punktéw ptaszczyzny w taki sposob, ze
kazda prosta i kazdy okrag jest co najwyzej trzykolorowy. Zatem 4 < k < 6.

Co ciekawe, w przypadku gdy kolorujemy punkty plaszczyzny z zachowaniem warunku, ze kazda prosta jest
co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy, mozemy uzy¢ nieskonczenie wielu koloréw. Aby
to wykazac, potrzebujemy nastepujacego lematu.

Lemat: Istnieje taki zbiér punktow, o nieskonczonej liczbie elementéw, ze zadne trzy punkty nalezace do zbioru X
nie leza na jednej prostej i zadne cztery nie leza na jednym okregu.

Zdefiniujmy przez indukcje ciag zbiorow X1, Xo ..., Xy, ..., ktére spelniaja nastepujace warunki:
1.X1CX2C...CX, C---,

2. dla kazdego n zadne trzy punkty nalezace do zbioru X,, nie sa wspoétliniowe,

3. dla kazdego n zadne cztery punkty nalezace do zbioru X, nie leza na jednym okregu,

4. zbiér X,, zawiera n + 3 punkty.

Zbiér X, zawiera wierzcholki dowolnego tréjkata i jego ortocentrum. Zauwazmy, ze zbiér X; spelnia wszystkie
zadane warunki. Nowy zbiér — X, 1 ze zbioru X,, tworzymy w nastepujacy sposéb:

Przez kazde dwa punkty zbioru X,, prowadzimy prosta, a przez kazde trzy okrag.

Niech narysowane obiekty tworza razem zbiér Z. Zauwazmy, ze liczba prostych i okregéw jest skonczona. Wybierzmy
prosta, ktora nie nalezy do zbioru Z. Proste i okregi przecinaja ja w skonczonej ilosci punktéw. Wybierzmy zatem
punkt P, ktéry nie lezy na zadnej prostej czy okregu nalezacym do zbioru Z. Wtedy X,,+1 = X,, + {P}.

Rozwazmy zbiér X, bedacy suma wszystkich zbioréw X,;. Zauwazmy, ze zbiér X zawiera nieskonczenie wiele
elementow. Ponadto zadne trzy punkty nalezace do tego zbioru nie sa wspétliniowe, a zadne cztery nie lezg na
jednym okregu. Zatem zbiér X jest szukanym przez nas zbiorem.

Jak, maajac taki zbiér, mozemy pokolorowaé ptaszczyzne tak, by kazda prosta byta co najwyzej trzykolorowa,

a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy? Pokolorujmy cala plaszczyzne jednym kolorem. Nastepnie wezmy zbiér
punktéw Z o nieskoniczonej liczbie elementéw, taki, ze zadne trzy punkty, ktére do niego naleza, nie sa wspotliniowe,
zadne cztery nie leza na jednym okregu. Kazdy punkt nalezacy do zbioru Z pokolorujmy innym kolorem. Wtedy
kazda prosta bedzie co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy.

Rozwiniete zadanie z Olimpiady Matematycznej Junioréw okazalo sie bardzo ciekawym problemem. Obecnie pracuje
nad jego uogolnieniem na tréjwymiarows przestrzen.

Konczac, cheialabym bardzo podziekowaé opiekunowi mojej pracy, Panu Wojciechowi Guzickiemu, za
zaproponowanie mi tego tematu oraz pomoc przy tworzeniu pracy.
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