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Psychodeliczny wiatrak narodzit si¢ w 2011 roku, jak tatwo si¢ domyslic,
w Holandii. Narodzil si¢ jako prosta konstrukcja geometryczna, ktéra ozywita

wyobraznia. A moze to on, wiatrak, te wyobraznie ozywil? Dosé powiedziec,

ze tego ozywiania zebralo sie wystarczajaco, aby kto$ zechcial napisa¢ o nim
bajke. W tej bajce pokazemy, jak skonstruowaé wiatrak i wprawi¢ go w ruch.
Postaramy sie zglebi¢ geometryczna technologie, ktéra odpowiada za jego prace.
Wreszcie na deser zakrecimy wiatrakiem i popatrzymy, jak gtadko zmieli

nietatwy na pierwszy rzut oka problem.

Konstrukcja wiatraka
Na potrzeby bajki zalézmy, ze ABC jest ustalonym tréjkatem ostrokatnym,
wokot ktorego zbudujemy wiatrak. Ponadto potrzebna nam bedzie dowolna
prosta £. Aby skonstruowaé wiatrak, odbijamy prosta ¢ symetrycznie wzgledem
bokéw trojkata ABC. Proste 1, f5 i £3, bedace wynikiem symetrii £ odpowiednio
wzgledem prostych BC, CA 1 AB, przetna sig, tworzac tréjkat XY Z, gdzie
X =4UlyN0l3,Y =l3N¥y, Z = {1 NLy. Proste {1, o, U3 b@d@ Skrzydlami wiatraka,
a trojkat XY Z — jego piasta. Pozostaje teraz wybra¢ dowolny punkt P na
prostej £, a stanie sie ona dzwignia, ktéra wprawi wiatrak w ruch. W miare jak
zacznie sie ona obraca¢ wokél punktu P, skrzydla wiatraka zaczna sie krecié,
a jego trojkatna piasta ulegnie pewnym regularnym przeksztalceniom — wiatrak

rozpocznie prace...

Geometryczna technologia wiatraka

Skupimy si¢ teraz na glebszym poznaniu praw rzadzacych pracg wiatraka.
Zanim przejdziemy do szczegdléw jego budowy, ustalimy notacje, ktéra bedzie
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**k.muraszkowska@gmail.com przydatnym narzedziem w dalszych rozwazaniach.
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\ Skrzynka z narzedziami

Z(BC, AC)

Analizujac strukture wiatraka, bedziemy postugiwaé sie katami skierowanymi.
Mianowicie, dla prostych £ i ¢/, przez Z(£,¢') oznaczymy kat, o ktéry nalezy
obréci¢ prosta £ przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, aby otrzymaé prosta
réwnolegla do ¢'. Bedziemy wiec rozpatrywaé katy modulo 180°. Oto kilka
prostych wlasnoéci takiej notacji, ktére niebawem okaza si¢ przydatne:

o L(£,0) =/, 0)=0° wtw., gdy £ || ¢,
L0808+ 20, 0) =0°,
w tréjkacie ABC: Z/(BC,AC) = Z(BC,AB) + Z(AB, AC),
w tréjkacie AHC: Z(BC, AC) = Z(AH, AC) + 90°, a stad
Z(AH,AC) = Z(AH, AC) 4+ 180° = 4(BC, AC) + 90°,
jesli proste k' i £’ sg obrazami odpowiednio prostych k i £ w symetrii
B osiowej, to Z(k,0) = L(¢', k).
Wyposazeni w ten spos6b mozemy bez dalszej zwloki rozpoczaé nasza podrédz
do wnetrza wiatraka.

Z(BC, AB)

Cegielka 1. — Podobienstwo piast tréjkatnych wiatraka

Kazde dwie piasty tréjkatne wiatraka XY Z i X'Y'Z’, pochodzace odpowiednio
od prostych £ i ¢', sa podobne.

Zlozenie symetrii osiowych. Dla Dowdd. Prosta 62 powstaje Z prostej 61 W wyniku zlozenia symetrii kolejno
iagﬂi}l‘{gf;fy;& Zkel‘n’;/byfé‘é‘;ﬁ“;i‘fgg‘;};;‘e wzgledem prostej BC, a nastepnie AC. Réwnowaznie, {2 jest wynikiem obrotu
najpierw wzgledem prostej k, a nast¢pnie él wokot punktu Co k@t 2Z(BO, AC), St@d 4(61, 62) = 2Z(BO, AC) Podobnie
wagledem prostej ', jest réwnowazne L(ly,03) = 2/(AC, AB) i Z(l3,0,) = 2/(AB, BC). Zatem odpowiednie katy

obrotowi woké! punktu S o kat V. § . ] A .
skierowany 2Z(k, k). trojkatow XY Z i X'Y'Z' sg réwne, a wiec tréjkaty te sa podobne. O

Cegielka 2. — Wiatraki generowane przez dzwignie réwnolegte

Jedli piasty tréjkatne XY Z i X'Y'Z' pochodza od réwnoleglych prostych £ || ¢/,
to jeden z tych tréjkatow lezy wewnatrz drugiego, odpowiednie ich boki sa
rownolegle, a odlegloéci pomiedzy nimi sa réwne odlegloéci pomiedzy prostymi
i,

Dowdd. Druga cze$¢ tezy wynika bezposrednio z faktu, ze symetria zachowuje

katy i odleglosci. Latwo takze zobaczyé, ze jeden trojkat lezy wewnatrz drugiego,
jesli przypomnimy sobie, ze pary prostych (Y Z)Y'Z’) oraz (ZX,Z'X') powstaja
z pary prostych (XY, X'Y”) poprzez odpowiednie obroty. O
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Cegietka 3. — Zdegenerowane piasty trdjkatne

Jedli piasta tréjkatna XY Z pochodzi od prostej ¢ przechodzacej przez
ortocentrum H tréjkata ABC, to trojkat XY Z jest zdegenerowany do punktu
(tzn. skrzydla wiatraka ¢1, ¢, {3 przecinaja sie w jednym punkcie).

Dowdd. Oznaczmy przez A’, B’, C' obrazy symetryczne punktu H odpowiednio
___wzgledem prostych BC, CA, AB. Na mocy znanej wlasnoéci punkty A’, B'i C’
leza na okregu I' opisanym na trojkacie ABC. Wykazemy teraz, ze punkt
przeciecia prostych ¢; i £ rowniez lezy na okregu I'. Oznaczmy ten punkt
przez K. Wystarczy pokazaé, ze Z(A’A, AB') = L(A’K, KB'). Jak pamigtamy
z analizy Cegielki 1.,
L(AK,KB') = /(t1,02) = 2/(BC,CA).
7 drugiej strony, bezpoérednio z wlasnosci symetrii wynika, ze
L(A'A,AB') =2/(A'A, AC).
Wykonujac obliczenia na katach skierowanych trojkata AC'D, otrzymujemy
Z(A'A, AC) = 90° + Z(BC, CA).
Po potaczeniu powyzszych mamy
Z(A'A; AB') = 180° + 2/(BC,CA) = 2/(BC, CA).
A zatem punkt K istotnie lezy na okregu I'. Podobnie dowodzimy, Ze prosta {3

przecina sie na okregu I' zaréwno z prosta {1, jak i z prosta f5. Jedynym
miejscem, w ktérym jest to mozliwe, jest wiec punkt K. O

Proste Simsona i Steinera

Jesli punkt R lezy na okregu opisanym
na tréjkacie ABC, to rzuty R na proste
AB, BC i CA sa wspélliniowe. Prosta Cegietka 3’. — Niezdegenerowane piasty tréjkatne
przechodzaca przez te rzuty nazywamy
f;ﬁ;ga‘iiﬁiﬁi?apsgx;i 7Pr;:fixi;m Jedli piasta tréjkatna XY Z pochodzi od prostej £ nieprzechodzacej przez

punktu R na proste AB, BC' i CA sa ortocentrum H trojkata ABC, to tréjkat XY Z jest niezdegenerowany.
wspélliniowe, to R lezy na okreggu

opisanym na tréjkacie ABC.

Natychmiast wynika stad, ze punkt R lezy , . , .

na okregu opisanym na tréjkacie ABC Dowdd. Rozwazmy prosta £’ réwnolegla do £ i przechodzaca przez punkt H.
v, gdy jogo obrazy symetrycone Ta prosta generuje piaste trojkatna zdegenerowana do pewnego punktu K.
wzgledem prostyc , i 53 g . , . . .
wsp6lliniowe. Prosta przechodzaca przez  1Na mocy Cegietki 2. punkt K jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat XY Z,
wspomniane obrazy symetryczne jest a promien tego okregu jest réwny odleglosci miedzy prostymi ¢ i 4. O
réwnolegla do prostej Simsona p g eeu) Y g €dzy p Y

i nazywamy ja prosta Steinera.
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Cegielka 4. — Punkt centralny wiatraka K

Od tego momentu bedziemy zakladali, ze P # H jest ustalonym punktem, a nasz wiatrak generowany jest przez
prosta ¢ przechodzaca przez P. Jest jasne, ze prosta z Cegieltki 3. przechodzaca przez ortocentrum trojkata ABC' jest
prosta Steinera punktu K. Idac tym tropem, dla dalszych rozwazan zdefiniujmy punkt K jako punkt odpowiadajacy
prostej Steinera PH. Punkt K bedziemy nazywali punktem centralnym wiatraka, gdyz, jak si¢ niebawem
przekonamy, to tu spotkaja si¢ wazne elementy jego konstrukc;ji.

Cegieltka 5. — Okregi—wsporniki wiatraka

Oznaczmy przez U, V, W obrazy symetryczne punktu P odpowiednio wzgledem bokéw BC, C A, AB tréjkata ABC.
Wykazemy, ze wierzcholki X, Y, Z piasty tréjkatnej wiatraka leza na okregach opisanych

odpowiednio na tréjkatach AVW  BUW i CUV. Okregi
te bedziemy nazywac wspornikami piasty trojkatnej
wiatraka. Ponadto udowodnimy, ze wszystkie trzy okregi
przecinaja si¢ w punkcie centralnym K.

Dowdéd. Punkt W mozna uzyskaé z punktu U poprzez
symetrie najpierw wzgledem odcinka BC, a nastepnie
AB, co jest réwnowazne obrotowi woké! punktu B o kat
2/(BC, AB). Stad otrzymujemy

Z(BU,BW) = 2/(BC, AB). Ale na mocy Cegietki 1.
L(YU,YW) = £(£1,43) = 2/(BC, AB), a wiec na
czworokacie W BUY mozna opisaé okrag. Analogiczne
rozumowanie doprowadzi nas do tego samego wniosku
dla czworokatéw VAW X 1 UCV Z. Jak wiemy,

dla prostej £ przechodzacej przez punkt H mamy

X =Y =7 = K, a wiec okregi opisane na tréjkatach
AVW BUW i CUV przecinaja sie w punkcie K. O

Podsumowanie konstrukcji wiatraka

Punkty U, V, W i K zaleza tylko od P dla ustalonego
tréjkata ABC. Zatem w miare jak prosta £ obraca sie
wokot punktu P, wierzchotki X, Y, Z piasty tréjkatnej
poruszaja si¢ po okregach opisanych odpowiednio na
czworokatach AKWV, BUKW , CV KU. Nietrudno
zauwazy¢, ze kazdy z wierzchotkéw zatacza pelny cykl
na swoim okregu-wsporniku za kazdym razem, gdy
prosta £ obroci sie o 180°. Wierzcholki X, Y, Z
spotykaja sie w punkcie K, aby utworzy¢ zdegenerowana,
piaste, kiedy prosta ¢ przechodzi przez ortocentrum
trojkata ABC.

Cegielka 6. — Pewien szczegblny wiatrak

Na koniec przyjrzymy si¢ wiatrakowi, ktory powstanie,
gdy punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie
ABC.

Zaktadajac, ze prosta ¢ przechodzaca przez punkt P nie
przechodzi przez ortocentrum H, pokazemy, ze okrag
opisany na piadcie tréjkatnej XY Z przechodzi przez
punkt centralny wiatraka K. Jest to jeszcze jeden
przyktad sytuacji, w ktorej punkt K odgrywa szczegblna
role.
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Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze Z(YK,KZ) = Z(Y X, XZ). Na czworokatach WUKY i VKUZ mozna opisaé
okregi, wiec
L(YEK,KU) = Z(YW,WU) oraz Z(KU,KZ) = Z(VU,VZ).

Poniewaz punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC, to punkty U, V, W leza na odpowiedniej prostej
Steinera, a zatem
LYW, WU) = LYW, WV)oraz L(VU,VZ) = LWV, VZ).

7 potaczenia powyzszych wynika
LYK KZ)=ZYK,KU)+ L(KUKZ)=ZYW,WU)+ L(VU,VZ) =
=ZL(YWWV)+ LWV, VZ) =L XY, WV)+ LWV, XZ).
7 drugiej strony, w trojkacie X VW mamy nastepujace zaleznosci
LYXXZ)=L(WX, XV)=L( WX, WV)+ LWV, XV) = LXY,WV)+ LWV, XZ).
Stad L/(YK,KZ)=/Z(YX,XZ), co koticzy dowdd. O

Deser

Wypada zdradzié, ze inspiracja do rozwazan nad
psychodelicznymi wiatrakami byto jedno z zadan
zawodow Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej,
ktére odbyty sie w 2011 roku w Amsterdamie.
Pokazemy teraz, jak uzy¢ wiatraka do zmielenia tego
zadania.

Zadanie 6, LII Miedzynarodowa Olimpiada
Matematyczna

Okrgg ' jest opisany na trdjkgcie ostrokgtnym ABC.
Niech £ bedzie prostq styczng do okrequ I'. Proste £, £y

. oraz L. sq symetryczne do prostej ¢ wzgledem,

“odpowiednio, prostych BC, CA oraz AB. Wykazaé, ze
okrgg opisany na trojkgcie wyznaczonym przez proste
lo , Uy oraz L. jest styczny do okregu T

Z perspektywy wiatraka... naszym zadaniem jest
wykazad, ze jesli wiatrak jest wygenerowany przez
prosta styczna do okregu I' opisanego na tréjkacie
ABC, to okrag opisany na piascie trojkatnej XY Z jest
styczny do okregu I'.

Dowdd. Zaldézmy, ze prosta £ jest ,bliska” stycznej

do okregu I', tzn. przecina ten okrag w dwdch
ysasiednich” punktach P i Q. Z Cegielki 6. wiemy, ze
okrag opisany na piascie tréjkatnej XY Z pochodzacej
od prostej ¢ przecina okrag I' w pewnych punktach

K i L, ktéorym odpowiadaja proste Steinera PH i QH.
Im blizsza stycznej do okregu I jest prosta ¢, tym
blizsze sa punkty P i Q. Wreszcie dla ¢ stycznej

P = @, zatem pokryja sie tez proste PH i QH,

a w konsekwencji réwniez punkty K i L. A zatem
okrag opisany na tréjkacie XY Z bedzie styczny

w punkcie K do okregu opisanego na trojkacie ABC.
Tym samym dobiega konca zaréwno nasz dowdd, jak

i nasza przygoda z wiatrakami. O
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