Kolorowa probabilistyka 11

Angielski poeta John Keats zarzucit
Newtonowi, ze rozplatajac tecze, zniszczyl
jej poetyke, redukujac ja do koloréw
pryzmatu.

Rys. 1. Experimentum crucis Newtona.
Image credit: Helen Klus/CC-NC-SA.
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Moja przygoda ze Szkolami Matematyki Pogladowej rozpoczela sie 26 stycznia
1989 roku. Byla to druga w historii Szkota, poswiecona probabilistyce.

W czwartek, o godzinie 11:15, wyglosilem wtedy odczyt Kolorowa probabilistyka.
Latem 2016 roku miala miejsce Szkola o numerze 54. Nosita ona tytul Kolorowa
matematyka. Postanowilem odkurzyé stary referat i nieco go unowoczesnié
(wtedy nie korzystalem zupelnie z grafiki komputerowej). Nadalem mu tytut
Kolorowa probabilistyka II. Ku mojemu zdumieniu, bo nie sadze, aby
organizatorzy to zaplanowali, m6j odczyt wyglosilem 27 (!) sierpnia o godzinie
tez 11:15. Taka klamra zamknalem, na szczedcie nie na zawsze, moja 27-letnia
wspaniala przygode ze Szkotami Matematyki Pogladowej.

Experimentum crucis Newtona

Gdzies okolo 1666 roku, w swoim rodzinnym domu Woolsthorpe Manor, Izaak
Newton dokonal niezwyklego odkrycia. Skierowal on strumien biatego swiatta
stonecznego na dwa pryzmaty ustawione w ten sposéb, ze po przejsciu $wiatta
przez pierwszy pryzmat rozszczepilo sie ono na tecze koloréw, a ta po przejsciu
przez drugi pryzmat z powrotem scalila si¢ w strumien swiatla bialego.
Eksperyment ten obalil teorie, jaka glosil przed 400 laty Robert Bacon [1214 —
1292], ze kolory sa spowodowane przez strukture szkla pryzmatu. Byl réwniez
dowodem, jak twierdzil Newton, na korpuskularna, a nie falowa strukture
Swiatla.

W innym eksperymencie odpowiednio ustawiony drugi pryzmat ,filtrowal”
wybrany kolor teczy tak, ze §wiatlo po przejéciu przez drugi pryzmat miato
wylacznie te barwe. Tak uzyskane nieredukowalne barwy nazwal kolorami
monochromatycznymi prostymi. Newton arbitralnie wyrdznit siedem koloréw
podstawowych (czerwony, zloty (pomaranczowy), zélty, zielony, niebieski, indygo,
fioletowy) w nawiazaniu do proporcji siedmiu tonéw muzycznej oktawy.
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Rys. 2. Kolory monochromatyczne wedlug Newtona.

Zestaw tych siedmiu koloréw nazwal spektrum. Spektrum koloréw naprawde jest
ciagte i praktycznie zawiera nieskonczenie wiele koloréw. Oko ludzkie rozréznia
7-10 milionéw koloréw.

Idea rozkladu pewnej calosci na zestaw prostszych skladnikéw (rozklad
spektralny) okazala sie kluczowa w wielu dziedzinach (spektroskopia,
spektrometria masowa, spektrometria astronomiczna).

Pilnym czytelnikiem dziela Newtona Optics, wydanego w 1704 roku, byt Thomas
Young [1773-1829]. Zauwazy! on, ze wiele zjawisk tam opisanych przeczy
korpuskularnej teorii gloszonej przez Newtona. Obserwujac wtos umieszczony

w pewnej odleglodci od oka, o$wietlony przez $wiatto dalekiej $wiecy, zauwazyt
prazki, ktorych odlegtosci zalezaly od kata, pod ktérym oswietlony byt wtos.
Young wywnioskowal, ze prazki powstaja przez nakladanie sie fal, a dlugo$é fali
zalezy od koloru, jaki reprezentuje. Najwieksza dlugo$é mial kolor czerwony,

a najmniejsza kolor fioletowy — dwa skrajne czyste kolory teczy. Mieszajac
promieniowanie $wietlne o réznych dtugosciach fali, otrzymaé¢ mozna dowolny
kolor, bedacy synteza koloréw sktadowych.
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Tloczyn dlugosci fali i czestotliwodci jest
réwny predkosci §wiatla.

Kolory RGB: Red, Green, Blue.

Swiatlo widzialne to cze$é widma promieniowania elektromagnetycznego, na
ktora reaguje zmysl wzroku czlowieka. Kolor czerwony odpowiada fali
o czestotliwoéci 4 - 10 Hz, za$ kolor fioletowy — czestotliwosci 8 - 1014 Hz.

W 1855 roku James Clerk Maxwell [1831-1879] wykazal, ze wystarcza trzy
kolory: czerwony, zielony i niebieski, aby otrzymac, przez zmieszanie
w odpowiednich proporcjach, prawie kazdy kolor:

G

Q=(R=01. G=0.3, B=0.6) |

B

Rys. 3. System RGB wyznaczania wspétrzednych koloru.

Metody spektralne

Swiatlo widzialne, obserwowane w czasie, mozna traktowaé jako pole
elektromagnetyczne x(t) zmieniajace sie z wielka czestotliwoscia. Dla takich
zjawisk fizycznych mozna przeprowadzi¢ operacje, podobna do rozszczepienia
$wiatla bialego przez Newtona.

Energia procesu z (t) wyraza si¢ wzorem
o / o ()2 dt.
7 twierdzenia Parsevala wynika, ze energie mozna obliczy¢ w inny sposéb:
E=2 [ 1X@Pdo= [ X @rf)Pd
= [ X@Pdo= [ IXEr)Pa

Wyrazenie

X (w) = / e Wy (t)dt

—0o0
jest transformata Fouriera procesu x (t). Jezeli czas jest wyrazony w sekundach,

to czestotliwos$¢ f jest wyrazona w hercach. Parametr w = 27 f nazywany jest
czestotliwoscia katowa.

Transformata Fouriera rozwija proces x (t) w bazie funkcji okresowych sinus

i cosinus. X (w) jest ta ,czescia” procesu, ktéra zalezy od pojedynczej
czestotliwosci w.

Twierdzenie Parsevala oznacza, Ze energia procesu x (t) jest suma (tak naprawde
calkq) energii niesionej przez poszczegdlne czestotliwosci. Twierdzenie Parsevala

jest dla procesu z (t) tym, czym bylo rozszczepienie Swiatla bialego przez
pryzmat na kolory proste.

Wielkos$é S (f) = |X (27rf)|2 nazywa sie gestoscig spektralng. Odpowiada ona
energii, zawartej w procesie z (t), odpowiadajacej czestotliwosci f.

Gestos¢ spektralna dla swiatla biatego opisuje udzial energii koloru
odpowiadajacego czestotliwosci f w fali $wietlnej. Jak wiadomo, nasz zmyst
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Nie wplywa to na korelacje, ktéra jest
niezalezna od wspoétczynnika skali
korelowanych zmiennych.

Z tego wynika, ze gtos ludzki nie nalezy
do tej kategorii — przyspieszenie
odtwarzania zamienia nasz glos na glos
o zupelnie innej melodyce.

Trajektorie szumu tworzg ruch Browna.

Fizyk i matematyk, zajmujacy si¢ m.in.
radiotechnika.

wzroku reaguje na widmo, odpowiadajace trzem kolorom: czerwonemu,
zielonemu i niebieskiemu. Synteza koloru polega na sumowaniu sygnaléw z
czopkéw wrazliwych na te sygnaly. Czopki typu Long reaguja na kolor czerwony,
Medium na zielony, Short na niebieski.

420 5?4— 5_’|54 5\?4—

| Absorpcja znormalizowana

. e e s e
400 500 600 700
Dlugos¢ fali (nm)

Rys. 4. Znormalizowany profil absorgcji réznych typéw czopkéw (Long, Medium i Short) oraz
achromatycznych precikéw (Pr). Zrédlo: http://www.biecek.pl/Eseje/indexObraz.html.

Kolory dzwiekow

W akustyce wysoko$¢ i barwa dzwigku instrumentu muzycznego moze by¢
odczytana z gestosci spektralnej fali dzwigkowe]j zanotowanej dla tego
instrumentu. Podobnie jak oko dokonuje analizy spektralnej, tak i ucho
wewnetrzne dokonuje analizy spektralnej i drgania o okreslonej czestotliwosci
zamienia na impulsy nerwowe, dochodzace do mézgu.

Fale dzwigkowa, podobnie jak fale $wietlna mozna poddaé¢ analizie spektralne;j.
Poréwnujac ksztalty spektrum dla fali dzwiekowej i fali Swietlnej, mozna nadac
kolor dzwigkowi.

W praktyce inzynierii dzwigkoéw wazna jest analiza tzw. szuméw losowych.
Opisuje sie je przez spektrum proporcjonalne do w™?, 3 € [0, 4]. Dla takich
szuméw s-krotna kompresja czasu powoduje zmiane amplitudy, ale nie zmienia
zaleznoéci miedzy dZzwigkami. Kowariancja miedzy dzwiekami odtwarzanymi

w chwilach oddalonych o sk jednostek, gdy czas jest skompresowany s-krotnie,
jest s9~1 razy wieksza niz kowariancja miedzy dzwickami odtwarzanymi

w chwilach oddalonych o k jednostek, gdy czas nie jest skompresowany.

W praktyce oznacza to, ze predkosé odtwarzania takich dzwigkéw nie wplywa na
ich lini¢ melodyczna, jedynie na gtosnosé. Takie szumy majg wiec wlasnosci
fraktalne wzgledem predkosci odtwarzania. Wéréd szumow szczegélng role
odgrywa szum o spektrum z wykltadnikiem g = 1, zwanym szumem rézowym.
Zmiana predkosci odtwarzania nie zmienia nie tylko linii melodycznej, ale

i glodnosci. Inzynierowie dzwickowi uzywaja szumu rézowego do testowania
réznych urzadzen przetwarzajacych dzwigki.

Moéwi sie tez o szumie bialym, czerwonym czy niebieskim. Bialy szum odpowiada
dzwiekowi o stalym spektrum (8 = 0), podobnie jak spektrum $wiatla bialego.
Powstaje z niezaleznych dZwiekéw o tym samym rozkladzie. Czerwony szum,
nazywany tez szumem Browna, ma spektrum z wykladnikiem 8 = 2. Czerwony
szum w chwili £ mozna otrzymac przez dodanie losowego szumu do szumu w
chwili ¢ — 1. Jest wigc suma kolejnych dzwiekéw wytworzonych przez biaty szum.
Dzwieki czerwonego szumu sa mocno skorelowane ze soba i korelacja ta zbliza sig
do 1 w miare uplywu czasu. Szumy bialy i czerwony sa jakby na krancach skali
szuméw: biaty — catkowicie swobodny, nieprzewidywalny i czerwony —
przewidywalny caltkowicie. Szumy rézowy i niebieski ze swoja struktura
zaleznosci zajmuja pozycje posrednia, podobnie jak w ukladzie koloréw teczy:
szum niebieski jest dalej od czerwonego niz rézowy. Szum niebieski jest wiec
mniej uporzadkowany niz réozowy.

Melomani preferuja muzyke ani zbyt przewidywalna, ani zbyt losowa. Mark Kac
w doskonalej autobiografii [1] cytuje Balthasara Van Der Pola, réwniez
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melomana, ktéry méwi o muzyce Bacha: Jest uporzqdkowana, ale jednak
nieprzewidywalna. Mozna powiedzieé, ze muzyka Bacha jest uporzadkowana, bo
wspolczynnik 8 w jej spektrum jest dodatni, ale nieprzewidywalna, bo § < 2.
W badanich utworéw muzycznych stwierdzono, ze ich spektrum jest w poblizu
rézowego szumu (5 = 1). [2]

Dodatkowe informacje o kolorowych szumach wraz z mozliwoscia ich wyshuchania
mozna znalezé w internecie. [3]

Stacjonarne szeregi czasowe

Podobnie, jak w przypadku fal dzwiekowych, korzystajac z metod spektralnych,
mozna nadaé kolorows interpretacje procesom stochastycznym.

Ograniczymy sie¢ tu do procesow stacjonarnych o czasie dyskretnym — szeregéw
czasowych. Pozwoli to na przedstawienie interesujacych nas zagadnien bez
potrzeby angazowania zaawansowanych srodkéw matematycznych.

Ciag zmiennych losowych {z,,} o $redniej 0 jest stacjonarnym szeregiem
czasowym (w szerszym sensie), jesli kowariancja Cov (Zn, Ty ) = Exp Xy, zalezy
tylko od réznicy n — m. Funkcja v, = Cov (@, Tnyr) jest autokowariancjg
szeregu {x,, }.

Z definicji tej natychmiast wynika, ze ciag {yx} jest dodatnio okreslony dla

Niezerowy szereg czasowy to taki, ze niezerowych szeregdw czasowych. Latwo tez zauwazy¢, ze ciag {7} jest
kazda ze zmiennych =, ma wariancj¢ . _
r6ima od 0. symetryczny: v = Y—k-

Bezwymiarowoéé oznacza niezaleznosé od  Funkcja autokorelacji szeregu stacjonarnego jest bezwymiarows wersja funkcji
Jednostek pomiarowych. kowariancji. Mozna ja obliczy¢ ze wzoru
(1) or = 2=,
7o
Funkcja autokowariancji szeregu czasowego stacjonarnego opisuje w pelni jego
zachowanie — opisuje bowiem strukture zaleznoéci miedzy wartoéciami szeregu
w réznych momentach czasowych.

Gestos¢ spektralna stacjonarnego szeregu czasowego

Twierdzenie (Wiener, Chinczyn). Dla kazdego rzeczywistego stacjonarnego
szeregu czasowego istnieje na odcinku [0, 7] dystrybuanta spektralna F,
niemalejaca i prawostronnie ciagla, taka, ze F'(0) = 0, F (7) = 7o spelniajaca
réwnanie

™

(2) Vi = /cos (wk) F (dw) .
0
F (.) moze mie¢ skoki, ale zawsze da sie rozlozyé na sume

F(w)=F (w)+ Fp (w),

gdzie I} jest niemalejaca funkcja ciagla, a F5 niemalejaca funkcja schodkowa.
Odpowiada to rozktadowi na czysto niedeterministyczna i deterministyczna czeéc

Patrz méj artykul Determinizm szeregu czasowego.
osobliwosciq probabilisty, zamieszczony . L .
w numerze 31 MSN. Szereg czasowy czysto niedeterministyczny charakteryzuje gestosé spektralna f,
Zachodzi to wtedy, gdy » |7kl < oo bedaca pochodng dystrybuanty spektralnej. Mozna ja bezposrednio obliczy¢ ze

wzoru

o0
Yo, 2
3) fl)=—+~ > i cos (wk)

k=1

Gestosé spektralna pozwala jednoznacznie wyznaczy¢é autokowariancje szeregu

™

Ve = /cos (wk) f (w) dw.

0

Twierdzenie Wienera—Chinczyna pozwala opisa¢ wlasnoéci szeregéw czasowych w
jezyku kolorow $wiatta widzialnego.
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Biaty szum ¢ =2

Rys. 5. Wykres dwéch trajektorii biatego
szumu.

Ma on losowe trajektorie, ale gdy znana
jest wartosé trajektorii w jednym punkcie,
to znany jest caly jej przebieg.

Odpowiada wigc trajektorii szeregu
o fazie 0.

Zdefiniujemy liniowe przeksztalcenie odcinka [4, 8] - 10 Hz na odcinek [0, ).
Kazdej czestotliwosci f € [4,8] - 1014Hz z zakresu $wiatta widzialnego mozna
przyporzadkowaé czestotliwoéé (%10*14 - 1) z odcinka [0, 7]. W ten spos6b
kolorowi czerwonemu o czestotliwosci 4 - 10'4Hz przypiszemy czestotliwoéé w = 0
za$é kolorowi fioletowemu o czestotliwosci 8 - 1014 Hz czestotliwoéé w = m. Oznacza
to nadanie koloru szeregowi czasowemu o znanej funkcji autokowariancji (lub

autokorelacji) funkeji spektralnej, ktérej kolorowa interpretacje wyznacza gestosé
spektralna interpretowana jak gesto$¢ spektralna $wiatta widzialnego.

Mozliwe jest tez zadanie odwrotne: stworzy¢ szereg czasowy o zadanym kolorze.
Znajomos¢ funkeji spektralnej danego koloru pozwala na odtworzenie funkcji
autokorelacji, a wiec samego procesu.

Szeregi czasowe i ich kolory

Szereg czasowy bialego koloru (bialy szum)

W swoim eksperymencie Newton dokonal rozszczepienia $§wiatta biatego. Jego
odpowiednikiem jest proces biatego szumu.

Niech {z,} bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie, o wartodci oczekiwanej Ex,, = 0 i wariancji Var (z,) = o2. Wtedy
o2 k=0

0 k#0’

czyli jest to czysto niedeterministyczny szereg czasowy o funkcji autokorelacji
Ve = UQI[k:O]. Gestos¢ spektralna tego procesu jest postaci

Exnxn—i-k = {

co wynika ze wzoru (3). Jest ona stala dla wszystkich czestotliwosci, co oznacza,
ze wszystkie czestotliwosci wystepuja z ta sama waga w spektrum. Odpowiada to
spektrum $wiatta biatego.

Szereg czasowy koloru monochromatycznego

Latwo zbudowaé stacjonarny szereg czasowy o kolorze odpowiadajacym
czestotliwosei wy (monochromatyczny szereg czasowy).

Trajektoria takiego procesu w chwili k wyraza si¢ wzorem xj = cos (wok + U)
gdzie zmienna losowa U ma rozktad jednostajny na odcinku [—m, ].

Wszystkie trajektorie dla wg # 0 sa kosinusoidami o okresie i—’or, przesunietymi
o losowa faze U.

Warto$é oczekiwana tego szeregu wynosi 0, gdyz
™
1
Exp = — /cos (wok 4+ u) du = 0.
2w
—T
Kowariancja tego procesu wynosi

T
1 1
Expxnip = Py / cos (won + u) cos (wo(n + k) + u) du = 5 cos (wok) .
T
-
Jest to wiec szereg czasowy stacjonarny o autokowariancji v = % cos (wok).

Podstawiajac do wzoru (2), otrzymamy réwnosé

™
1
5 cos (wok) = /cos (wk) F (dw) .
0
Stad wynika, ze F (v) = %I[wgwo]- Jest to wiec szereg deterministyczny.
Dystrybuanta ta odpowiada mierze skupionej w punkcie wg, co odpowiada
czystemu kolorowi o odpowiedniej czestotliwosci.

Autokorelacja szeregu monochromatycznego jest kosinusoida o wzorze
or = cos (wok).
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Patrz wzér (1).

Czestotliwo$é koloru zielonego jest rowna
5.6 - 10" Hz.

Czestotliwo$¢ koloru niebieskiego jest
réwna 6.4 - 10" Haz.

Znajomo$é dowolnej, skoniczonej liczby
punktéw na trajektorii nie pozwala
przewidzieé jej dalszego biegu.

Modelem M A (1) opisuje sie, na przyklad,
przyrosty notowan akcji na gieldzie.

Szereg czerwony odpowiada w naszej konwencji czestotliwoéci wg = 0. Jego
trajektorie sa postaci x; = cos (U), a wiec sa funkcjami stalymi o wartodciach
z przedziatu [—1,1].

Szereg fioletowy odpowiada czestotliwosci wy = w. Ma on trajektorie
zy, = cos (tk + U) = (=1)F cos (U),

ktére sg funkcjami o stalej wartosci a = cos (U) dla k parzystych i —a
dla k nieparzystych.

Szeregi czerwony i fioletowy przedstawiaja szeregi o skrajnych relacjach miedzy
kolejnymi wartos$ciami: szereg czerwony ma stala autokorelacje réwna 1,
fioletowy — réwna (—1)".

Szereg zielony odpowiada czestotliwosci wg = 0.4w. Trajektorie tego szeregu sa
kosinusoidami o okresie 5 i losowej fazie.

Szereg niebieski odpowiada czestotliwosci wg = 0.67. Trajektorie tego szeregu sg
kosinusoidami o okresie 1—30 i losowej fazie.

Kilka trajektorii szeregéw monochromatycznych przedstawiono na wykresach.

Szereg czerwony Szereg fioletowy

x 0.50
0.25
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
k k
Szereg zielony Szereg niebieski

Rys. 6. Szeregi monochromatyczne.

Szeregi czasowe o zlozonych kolorach

Szeregi czasowe calkowicie niedeterministyczne maja kolory ztozone. Podobnie
jak to jest ze Swiattem widzialnym, gdzie kolory monochromatyczne zdarzaja sie
rzadko, wiekszos¢ szeregéw czasowych zawiera sktadowa niedeterministyczna,

a wiec mozna je scharakteryzowaé poprzez kolor zlozony.

Najprostszym takim modelem jest model §redniej ruchomej rzedu 1 (model
M A(1)). Model $redniej ruchomej M A(1) jest kombinacja liniowa dwdch
kolejnych wartoéci bialego szumu {a,} o wariancji 02, x, = a,, + 0a,_1.
Parametr 0 spelnia warunek [0] < 1.
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Funkcja autokowariancji tego szeregu jest rowna
(4) 70202(14—6‘2),71:026‘, v =0dla k >1

z autokorelacja

01 r = 0dla k > 1.

= 1+927 Q
Wstawiajac warto$ci autokowariancji (4) do wzoru (2),
otrzymamy gestos$¢ spektralna

2
fw)=Z (1420 cosw +62).
™

Wspdlezynnik 6 charakteryzuje zachowanie, a wiec

i kolor tego szeregu. Wartosci 6 bliskie 0 daja szereg
zblizony do bialego szumu. Wartosci zblizone do 1 daja
proces o autokorelacji bliskiej 1/2 z przewaga niskich
czestodci, a wiec szereg o cieplych kolorach. Z kolei
wartosci 6 zblizone do —1, tworza szereg o autokorelacji
bliskiej —1/2 z przewaga wysokich czestotliwosci, czyli
proces o kolorach zimnych.

Liczba plam na Stoficu

100 150
| |

Liczba plam
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T T T T T T
1700 1750 1300 1850 1900 1950

Liczba plam na Storicu w latach 1700-1988.

50000
|

Gestost
30000
|

0 10000
| |

T T T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30
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Gestosé spektralna liczby plam na Stoncu wraz z kolorem.

MA[1] 6 =[-0.9,-0.7,-0.5,-0.3]

gestosé spektralna
N

0 1 2 3
Czestotliwosé

MA[1] 6 =[0.9,0.7,0.5,0.3]

gestos¢ spektralna

0 1 2 3
Czestotliwosé

Gestosci spektralne dla réznych wartosci 6.

Przyktad szeregu czasowego rzeczywistego

Czesto spotykanym i komentowanym szeregiem

czasowym sg roczne notowania liczby plam na Stoncu
w latach 1700-1988. Wykres tego szeregu sugeruje, ze
proces jest okresowy i zblizony do deterministycznego.

Jezeli obliczymy spektrum tego procesu i nadamy mu
kolor, wnioski sformutowane wstepnie potwierdzaja sie.
Cieply, pomaranczowy kolor tego procesu wskazuje na
malg zmienno$¢, za§ maksimum w poblizu punktu 0.6
wskazuje na okres o wartosci 2% = 10.5. Potwierdza to
przyjeta w astronomii warto$é¢ okresu pojawiania sie

plam na Stoncu na 11 lat.
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