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Od dawna jestem przekonany i glosze to jako prawde absolutna, ze blisko 90%
czasu i energii matematyka zajmuja proby zrozumienia tego, co zrobili jego
poprzednicy.

Tym, ktérzy nie wierza, przytaczam roznice, jaka jest miedzy poczatkami
rachunku rézniczkowego (predko$é chwilowa Galileusza, o Newtona, monady
Leibniza, rézne zera Eulera itd.) a dzisiejszym stanem rzeczy, gdy mozna
pochodnych nauczaé¢ mlodziez szkolna. Albo miedzy probabilistycznymi
rozwazaniami Pascala, Kartezjusza, Bernoulliego, czy juz dwudziestowiecznym
przekonaniem Hilberta, ze losowos¢ jest zjawiskiem fizycznym, a dzisiejszym
sprawnym postugiwaniem sie miara unormowana. Kazdy zreszta moze
przytoczy¢ wiele przyktadéw, w ktérych dzigki takim probom zrozumienia
poprzednikow pierwotne intuicje i ich przypadkowe formalizacje zamienity sig
w proste, przejrzyste, tatwe w uzyciu pojecia.

Czasem taki proces przemiany z poczwarki w motyla trwa dlugo, czesto ponad
tysiac lat.

Ale zacznijmy od konica.

Jak Helmholtz wykluczyl matematyke
z grona nauk przyrodniczych

Matematyka ,o0d zawsze” bylta nauka przyrodnicza. Ba, malo — pitegorejczycy
widzieli w niej najglebsza prawde o Naturze.

Poézniej, gdy matematyki robilo sie coraz wiecej, pojawily sie podejrzenia, ze
jednak wiele z niej zostalo stworzone przez czlowieka (ktéry nawet dzis przez
wielu nie jest uznany za co$ naturalnego). Problem, co w naszym postrzeganiu
$wiata jest dzielem Natury, a co sami sobie produkujemy, zostal frontalnie
podjety przez Immanuela Kanta (1724-1804) w dziele Kritik der reinen Vernunft
(1781), ktoére po polsku nazywa sie Krytykq czystego rozumu. W doéé naturalny
sposéb Kant z powszechnoéci, z podobienstwa matematycznych intuicji
wyprowadzil wniosek, iz podstawa matematycznego myslenia jest nam dana

od natury tak, jak np. fakt dwunoznosci.

Dziwnym trafem wypowiedz Kanta zbiegla si¢ w czasie z upowszechnieniem
przekonania, ze istnieja rézne mozliwe opisy przestrzeni, a to z powodu, iz jeden
z postulatéw Euklidesa ma na tyle inny charakter, ze mozna uprawiaé¢ skutecznie
geometrie z jego zaprzeczeniem. Gdyby jednak Kant mial racje, taka mozliwo$é
nie istniataby. Tych, ktérzy uparli si¢ przy istnieniu alternatywnej geometrii,
spotkaly (jak wielu sadzito — zastuzone) nieszczescia — Nikotaj Lobaczewski
zostal zdegradowany ze stanowiska rektora uniwersytetu w Kazaniu, a nawet
pozbawiony odznaczen i profesury; Janos Bolyai dokonal zycia w odosobnieniu

i skrajnej depresji. Za sprawa Gaussa zreferowanie kwestii istnienia
alternatywnych opiséw przestrzeni zlecono nie-geometrze — bo kto$ z zewnatrz
bedzie bardziej obiektywny — Bernhardowi Riemannowi (1826-1866) pod
pretekstem podsunigcia mu tematu wyktadu habilitacyjnego. Tak powstat

w 1854 roku artykut Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen,
co ttumaczymy jako O hipotezach leigcych u podstaw geometrii. Rada naukowa
uniwersytetu w Getyndze (zlozona z profesoréw wszelkich nauk) ocenila wyktad
bardzo wysoko i uznala jego autora za godnego godnosci docenta. Po czym cala
sprawe uznano jedynie za blyskotliwy fajerwerk inteligencji i o sprawie
zapomniano, mimo iz wzigcie jej powaznie wskazywaloby na mozliwos¢ tworzenia
przez matematykéw wielu bardzo réznorodnych teorii geometrycznych.

I nie wiadomo, jak by si¢ dalej potoczyly dzieje, gdyby nie przypadkowe
przejrzenie tkwiacego nieprzydatnie od 14 lat w bibliotece tekstu wyktadu
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Hermann Helmholtz

Riemanna przez fizyka Hermanna Helmholtza (1821-1894). Zafascynowany
mozliwo$ciag tworzenia rozmaitych geometrii na potrzeby fizyki napisal artykut
o prowokacyjnym tytule Uber die Tatsachen, welche der Geometrie zugrunde
liegen, czyli O faktach lezgcych u podstaw geometrii, gdzie podaje warunki, jakie
musi spelnia¢ geometria, aby mozna ja bylo zastosowa¢ w fizyce.

Céz, jak to méwia chlop strzela, Pan Bdg kule nosi — nawet fizycy odczytali

z tego tekstu daleko ogdlniejsza tresé: skoro mozna tworzyé na potrzeby fizyki
odpowiednio dobrane geometrie, to

® po pierwsze, mozna tworzy¢ rozne teorie matematyczne na potrzeby dowolnego
dzialu nauk przyrodniczych (a moze i samej matematyki?);

e po drugie, w jednej dziedzinie fizyki (czy innej nauki) mozna stosowaé

w rozstrzyganiu réznych zagadnien rézne teorie matematyczne,

ergo matematyka jest skrzynka z narzedziami dla nauk przyrodniczych

(o spotecznych wtedy jeszcze nie myslano).

Sama praca Helmholtza nie byla zbyt precyzyjna. Z podanych przez niego
warunkow stosowalnoéci geometrii w fizyce wladciwie tylko jeden jest podany
bez usterek: pojecie ciala sztywnego ma sens jedynie w przestrzeni o stalej
krzywiznie. Jednak uogélniajaca interpretacja, jakiej powszechnie dokonano,
czynila z niej rzecz tak cenna, ze z sympatia wskazywano do niej poprawki
i udoskonalenia — jako przyklad moze stuzy¢ tekst Sophusa Lie (1842-1899)
Bemerkungen zu v. Helmholtz’Arbeit

LUber die Tatsachen, welche der Geometrie zugrunde liegen” (1886).

Mozliwo$é stwarzania sobie matematyki zgodnie z potrzebami nauk
przyrodniczych wykluczata przyrodniczosé samej matematyki. Dato to asumpt
do stworzenia dyscypliny poszukujacej korzeni, z ktorych te wszystkie
matematyki wyrastaja, czyli teorii zwanej podstawy matematyki.

7 wielo$cia matematyk trudno sie zreszta pogodzi¢. Dopiero prace Paula Cohena
i stworzona przez niego metoda — forcing — produkowania nawet alternatywnych
teorii mnogosci przekonata matematykow, ze z wieloécia pogodzi¢ sie¢ trzeba.

Rzeczywistos¢ i jej modele

Juz Klaudiusz Ptolemeusz w swoim dziele powszechnie noszacym dzi$ arabski
tytul Almagest, czyli w Wielkiej astronomii w ksiedze 13 pisze, ze podany przez
niego model ruchéw planet, zlozony z obracajacych sie okregéw (dyferentéw),
na ktérych znajduja sie srodki obracajacych sie okregéw (epicykli I rzedu),

na ktérych znajduja sie srodki obracajacych sie okregdw (epicykli II rzedu) itd.,
az w koncu znajduja sie¢ na nich planety — lacznie uzyt 77 okregéw — nie jest
odbiciem zadnej realnoéci. Zadnych z tych okregéw nie ma — to tylko model
matematyczny, pozwalajacy przewidywac, a nie przedstawiac! zjawiska.

Podobnie pisat Kopernik o swoim systemie planetarnym. Podobnie pisat Kepler.

Moratu z tego nie chciano jednak przez setki lat konsekwentnie wyciggaé. Do dzi$
pisze si¢ o dualizmie korpuskularno-falowym swiatta, podczas gdy zadnego
dualizmu nie ma, tylko pewne zjawiska wywolywane przez $wiatto lepiej
modeluje model korpuskularny, a pewne inne — model falowy. Podobnie do opisu
mierzalnych zjawisk zwiazanych z opornoscia elektryczna bez zastrzezen uzywa
sie liczb zespolonych, cho¢ wszelkie wyniki pomiaréw sg rzeczywiste.

Problem nalezytego odrézniania modeli od modelowanych przez nie zjawisk
zostal przez Helmholtza postawiony jasno. I niby wszyscy zrozumieli (tak jak
zrozumial to 1700 lat weczesniej Ptolemeusz). Ale jako wieloletni redaktor Delty
musze wyznaé, ze nie wszyscy autorzy radzg sobie z ta sprawa.

To moze lepiej wroémy do matematyki.
Jednosé wielosci

Kazdy wie, ze elipsa to zbiér punktéw, ktérych suma odlegtosci od dwéch
ustalonych punktow jest stata. Ale tez jest to wynik przeciecia stozka obrotowego
plaszczyzna nieprzechodzaca przez jego wierzcholek, ktora przecina os stozka
pod wiekszym katem niz tworzaca. Bo jest to réwniez zbiér punktow
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Felix Klein

O faktycznej tresci programu Kleina
dowiedziatem si¢ w setng rocznice
wygloszenia przez niego wykltadu
inauguracyjnego, a to za sprawg kolegow
niemieckich, ktérzy z okazji jubileuszu

rozestali fotokopie wymienionej broszury.

samosprzezonych w korelacji biegunowej. I zbiér punktow, ktorych odlegtosé
od pewnego punktu jest w statej proporcji do odlegtosci od ustalonej proste;.
Oczywiscie, kazdy wie, ze jest to jedno z rozwiazan zagadnienia dwoch cial
(dowodem istnienia tego rozwiazania jeste$my my sami). Nie nalezy zapomnie¢,
ze to obraz okregu w przeksztalceniu afinicznym. We wspoétrzednych
biegunowych elipsa to krzywa o réwnaniu r = —— . Ttd. itp.

1—ecosp
Znam takich, ktérzy twierdza, ze jedno z tych okreslen to definicja elipsy (czyli
elipsa prawdziwa), a pozostale to tylko jej zastosowania. Ba, malo — sa nawet
tacy, ktérzy staczaliby walki w obronie swojej ,,wybranej”. Podobnie, jak
filozofowie do tej pory nie pogodzili sie z ,pierwiastkiem z minus jeden”.

To byloby jeszcze do zniesienia — gorzej, gdy chodzi o teorie: taka np. geometria
rzutowa funkcjonowala z jednej strony jako idealizacja optycznej perspektywy
zbieznej, uzywanej przez malarzy-realistow, a z drugiej strony jako teoria
$rodkoéw ciezkosci uktadow punktéw materialnych.

Problematyka ta znalazla swoje rozwiazanie w koncepcji Felixa Kleina
(1849-1925) przedstawionej w wykladzie inaugurujacym jego prace na
stanowisku profesora w Erlangen, rozwinietym potem w obszernej broszurze
Vergleichende Betrachtungen tber neuere geometrische Forschungen (1872)
znanej powszechnie jako program erlangeniski i przedstawianej w bardzo (bardzo,
bardzo) okrojonej postaci. Klein proponuje, aby za podstawowe narzedzie
identyfikacji obiektéw /struktur matematycznych uznaé badanie ich grup
automorfizméw: obiekty sa matematycznie identyczne, gdy grupy te sa
jednakowe (tradycyjnie niealgebraicy méwia: sa izomorficzne). Pojecie to
znacznie uogoélnia pojecie izomorfizmu, gdyz o nim mozna méwic¢ jedynie

w przypadku, gdy poréwnywane obiekty sa sformalizowane w analogiczny
sposéb, podczas gdy podejscie kleinowskie wcale tego nie wymaga.

Program Kleina stal sie podstawa reformy matematyki, jaka skutecznie narzucili
$wiatu bourbakisci poczawszy od lat trzydziestych XX wieku. Ale to odrebny
temat.

Klein zaproponowal wiec, by wielopostaciowos$é (w szczegdlnosci rézne
formalizacje) obiektéw matematycznych traktowaé jak ich odbicia w gabinecie
krzywych luster, jakimi sa opisujace je na rézne sposoby rézne teorie
matematyczne. Matematyk za$, widzac te odbicia, wytwarza w sobie (dla siebie?)
prawdziwy, idealny obraz tego obiektu. Stowem jest to w czystej formie platonska
wizja idei.

Wielosé jednosci

Na propozycje Kleina mozna spojrzeé¢ rowniez w duchu Helmholtza

i skoncentrowac sie nie na utozsamianiu réznie wygladajacych unaocznien tego
samego obiektu, tej samej struktury czy teorii, lecz wrecz przeciwnie — specjalnie
tworzy¢ jak najwiecej postaci badanego przez nas obiektu, gdyz w kazdej z tych
postaci zobaczy¢ mozna wyraZniej inne jego cechy. I tak, bardzo pouczajace jest
ujrzenie réznych twarzy geometrii rzutowej (o czym bedzie najprawdopodobniej
mowa na towarzyszacej temu zeszytowi LVI Szkole Matematyki Pogladowej), czy
obejrzenie kolekcji réznie uzyskanych modeli geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego
(co tez kiedy$ na Szkole przedstawié warto). I wiele, wiele innych obiektéw, ktére
ogladane z réznych stron zachwycaja nas innymi szczegbétami swojej urody.

Tutaj chce przytoczy¢ bardzo prosty przyktad i niewiele sfalszowana historie
mojego ,zwiedzania” jego réznych wcielen.

Obiektem tym sa inwolucje, czyli przeksztalcenia, ktére wykonane dwukrotnie
staja sie identycznoscia. Z tego rodzaju przeksztalceniami mamy do czynienia
wlasciwie w kazdym zakatku matematyki, dlatego nie watpie,

ze do przytoczonych przeze mnie sposobéw ich obejrzenia kazdy z czytajacych
te stowa bedzie potrafil dorzuci¢ kolejne wlasne.
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Inwersja wzgledem okregu o $§rodku S
i promieniu r punktowi X # S
przyporzadkowuje taki punkt X’
. 1 2
na prostej SX, ze SX - SX' = r?,
a antyinwersja taki punkt X'/, ze
—_

—
SX - SX" =

2

—Tr.

/

Spojrzenie elementarnie algebraiczne

Jak wiadomo, wszystkie algebraiczne funkcje odwrotne same do siebie

(czyli inwolucje) to —x, — i —, powie niejeden.

r oz
Ale czy na pewno? zaniepokoi sie wielu.
Ja, zetknawszy si¢ z tym pytaniem i, nie czujac si¢ pewnie w algebrze, zamiast
sie douczy¢, zapytalem.
Andrzej Nowicki (Torun) wiedzial: to dwie szerokie klasy
r+a
br — 1
Jak sie to wie i jest sie nauczycielem, ma sie $wietng okazje do urzadzenia
w klasie quizu: kto znajdzie wiecej algebraicznych inwolucji?

%dlac;é() dla ab+1#0.

r+1 xr—T
To ja b —x. A ja . Mam lepszq: ———— 1itd.
J 1T pesa T —1

W koncu uczniowie pewnie odkryja empirycznie te wzory i sprawdza, ze sa dobre.

Ale pozostawalo pytanie, dlaczego tak jest. Bo sprawdzenie, ze to prawda,

na pytanie dlaczego? nie odpowiada. I choé¢ do dzi$ nie wiem, jak te odpowiedz
uzyskuja algebraicy, gdy przetlumaczylem problem na swoj jezyk, czyli
geometrie, wszystko stalo sie (przynajmniej dla mnie) zrozumiale.

Spojrzenie elementarnie geometryczne

Przeciez w geometrii funkcje odwrotne same do siebie to symetrie.

Liczby za$ tworza (juz w podstawdéwce) prosta, zwana osia, gdy nada sie jej
orientacje. A symetrie na prostej to symetrie srodkowe — jak tatwo zauwazyé,
symetria wzgledem p dana jest rachunkowym wzorem 2p — x, bo Srodek punktéw
2p — x i x, czyli ich érednia arytmetyczna, to p. Miesci sie to wsréd
przytoczonych funkcji (a = —2p, b = 0), ale ich, oczywiscie, nie wyczerpuje.

Wypada spojrze¢ szerzej: umiesci¢ o$ liczbowa na plaszczyznie. Na plaszczyznie
zachowuja te o$ réwniez symetrie wzgledem prostopadlych do niej prostych.
Ale po co ta uwaga? — one nic nowego nie wnosza: ograniczone do osi liczbowej
sa symetriami srodkowymi.

Na plaszczyznie sg jednak i inne symetrie: inwersje, czyli symetrie wzgledem
okregéw (symetrie osiowe mozna uwazaé za ich szczegdlny przypadek)

i antyinwersje

— jesli érodek okregu umiescimy na osi liczbowej, rowniez one dostarcza nam
poszukiwanych inwolucji. SprawdzZmy.

W przypadku osi dla inwersji o $rodku p i promieniu r > 0 mamy
(x —p)-(z' —p) =12, czyli 2’ = xr—_2p+p— Z%Zp_pz)
Gdy p = 0, otrzymujemy wszystkie funkcje postaci € dlac >0,
gdy p # 0, dzielimy licznik i mianownik przez p, ’

bl;«tal dla ab+ 1 = (r?/p?) > 0.

Pozostale funkcje uzyskujemy z antyinwersji.

otrzymujac wszystkie funkcje

Wystarczylo, ze przettumaczylem sobie algebre na geometrie i wszystko stalo sie
dla mnie jasne!

Niestety, nie wszystko — zostalo pytanie czy nie ma innych takich funkcji,
a wlasciwie dlaczego nie ma?

Znowu nie wiedzialem, znéw zapytalem, tym razem analityka.
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Spojrzenie analityczne

Michatl Krych od razu odpowiedzial, przenoszac sprawe na grunt wlasciwego
dla niego jezyka, czyli analizy matematycznej, a doktadniej: zespolonej. Bowiem
kazda funkcja wymierna, bedaca inwolucja wsréd liczb rzeczywistych, bytaby
inwolucja rowniez wéréd liczb zespolonych.

A wsréd liczb zespolonych funkcje wymierne o stopniu licznika m i stopniu
mianownika n, dla k = max(m, n) > 1 nie sa réznowartosciowe i ,,wiekszos$¢”
wartosci przyjmuja k-krotnie, a zatem nie maja funkcji odwrotnych.

. . amT™ t a1 ™+t aiz+ag
Jesli bowiem =w

anx™ + ap_12" 1+ a1z +ag

t0 @™ + Q12 4 -+ a1 + ag = w(apx™ + an_12" "+ -+ a1x + ap),
co na ogo6l jest wielomianem stopnia k, a ten ma k pierwiastkow.

Pozostaja zatem tylko homografie, a wypada zauwazy¢, ze sprawe homografii
innych niz wymienione zalatwi¢ moze juz kazdy gimnazjalista.

¢ sg inwolucjami tylko dla p =0
+p

Homografie postaci
x

— jesli % =, to c(z + p) = z(c + p(z + p)), czyli p(x? + pr — ) =0,
p
z+p
a to jest tozsamosdcia tylko dla p = 0.

Podobnie — ta jest inwolucja tylko dla ¢ = —1:
br +¢q
barg T O .
T =z daje x + a + a(bx + ¢q) = z(b(x + a) + q(bz + q)),

bzr+q
a to z kolei b(1 + q)z% + (¢> — 1)z —a(g+ 1) = 0.

Spojrzenie poprzez algebre liniowa

Powyzsze sprawdzenie sugeruje, ze cos tam na temat tego, jak to traktuja
algebraicy, mozna wynies¢ z algebry liniowej z pierwszego roku studiéw
matematycznych. Mozna bylo bowiem zauwazy¢, ze sktadanie homografii odbywa
si¢ dokladnie tak, jak mnozenie macierzy:

. ar+b pr+tgq . a- B b a(pr+q) + b(rz + s)
sktadajac —— z ——, otrzymujemy T = =
cx+d rr+s c -2 g c(pr+q)+d(rx +s)

rr+s

apx + aq+brx +bs  (ap + br)xz + (ag + bs) ..
= = , & przeciez
cpr+cq+dre+de  (ep+dr)z+ (ecqg+ds)

abl |pq| _ |ap+brag+bs
cd rs|  |ep+drcg+ds

Oczywiscie, mnozenie macierzy przez = daje zupelnie inny wynik niz ten, o ktéry
nam chodzi — macierze trzeba mnozy¢ przez macierze, w szczegolnosci przez
macierze 1 x 2, czyli wektory.

Spojrzenie przez geometrie rzutowg

Ale istnieje przeciez sposéb widzenia punktéw prostej tak, by mialy dwie
wspolrzedne — mianowicie operowanie ich wspélrzednymi rzutowymi. Daje
to w odniesieniu do homografii jeszcze jedna korzysé: nie trzeba uwazad,
by w mianowniku nie pojawilo si¢ zero.

Przejécie do wspoélrzednych rzutowych dokonuje sie w ten sposéb, ze punkt
majacy wspoélrzedna x ma teraz wspélrzedne [z, 1], czyli (x, 1) z dokladnoscia
do proporcjonalnosci.

No i dodaje sie do prostej jeszcze jeden punkt, zamykajacy ja na podobienstwo
okregu: punkt [1, 0]. W ten sposéb wykorzystane sa wszystkie pary z wyjatkiem
(0, 0), a homografia to mnozenie macierzy przez transponowany punkt:

[iﬂ o, T = oz +b, co+d] = |22, 1],

15



Na ¢wiczeniach na pierwszym roku
rozwigzuje sie nawet réwnania M" = E.

;/"’ {

[0, 1]

la, 1] [b, 1] [a+ b, 1]

Rysunki reczne autora, taki juz
archaiczny dziwak.

(1,0

e e

-'e—t"k—- éc@-ﬁ —\'f——

f(z)

f(@)

x

. r.’v 7 “. .

z fly) y

Wyszlo paskudztwo, ale to dlatego, ze przechodzac do geometrii rzutowej,
nie wykorzystaliSmy jej narzedzi.

Pozostajac w poetyce algebry liniowej, problem poszukiwania inwolucji mozna
sformutowacé tak: znajdz macierz M, ktérej kwadrat jest macierza jednostkows.

Geometrycznie mozna dzialanie wszystkich nieosobliwych macierzy na os$
rzutowsa, czyli prostg obdarzona wspotrzednymi, zrealizowaé, sktadajac
nastepujace przeksztalcenia, ktére ze wzgledu na rozmaity poziom
zaprzyjaznienia Czytelnika z metodami rzutowymi opiszemy za pomoca
swojskich rzutéw érodkowych prostej na prosta.

G—
[0, 1] 1, 1] [a, 1] [b, 1] [a-b, 1] [1,0] [0,1] [a=*, 1] [1, 1] [a, 1] [1,0]

Na osi mamy ustalone punkty [0, 1], [1, 1] i [1, 0]. Do nich dobieramy dowolne
punkty, nazwijmy ich wspélrzedne [a, 1] i [b, 1] (przypominam — wspéirzedne sa
dane z doktadnoscia do proporcjonalnosci). Jak widaé, na pierwszym rysunku nie
bedzie nam potrzebny punkt [1, 1], a na trzecim [b, 1]. Nastepnie rysujemy linie
niebieskie, zaczynajac od dowolnej z nich i swobodnie dobierajac kolejne.

I dokonujemy rzutu srodkowego o érodku p z osi na prosta L, a potem rzutu
$rodkowego o $rodku ¢ z prostej L z powrotem na oS. W pierwszym przypadku
punkt [b, 1] przejdzie na punkt [a + b, 1], w drugim na [ab, 1],

a na trzecim rysunku punkt [a, 1] przejdzie na punkt [a~t, 1].

Zatem przeksztalcenia opisane rysunkami realizuja odpowiednio dziatanie

01 01 10
nieosobliwe.

macierzy [1 x} , [x O] , [O 1], a z ich sktadania uzyska si¢ wszystkie macierze

O tym, Ze nie ma tu zadnego cudu, przekonuja nas rysunki, w ktérych punkty
p i q sa kierunkami, a wiec taczaca je prosta lezy — jak méwia zakamieniali
zwolennicy geometrii euklidesowej — ,w nieskonczonosci”.
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Zysk z takiego podejscia ilustruje rysunek na marginesie: gdy f jest inwolucja,
mamy z, y, z, f(z), f(y), f(z) tworza czworokatowa szdstke punktéw,

co oznacza, ze punkty i ich obrazy leza na przeciwleglych (= zawierajacych
wszystkie wierzcholki) bokach jakiegos czworokata.

W konsekwencji znajac obrazy dwéch punktéw, mozna obraz dowolnego innego
znalez¢ sama linijka.

Wynika z tego tez, ze gdy inwolucja ma dwa punkty stale (jednego mieé¢ nie
moze !), obrazy wszystkich pozostalych punktéw tworza z nimi czwérke
harmoniczna (kolejny rysunek), czyli taka, jaka z dwoma wierzchotkami tréjkata
tworza punkty przeciecia dwusiecznych kata wewnetrznego i zewnetrznego przy
przeciwleglym wierzchotku z taczaca je prosta.

Na obrazku mozna tez dostrzec polaczenie twierdzen Manelaosa i Cevy.

Tym koncze ogladanie w réznych zwierciadtach tego, co w elementarnej algebrze

jest inwolucjami w R.
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Dowéd tego twierdzenia przepisalem
z artykulu Krzysztofa Prazmowskiego
w Delcie 6/1977, bo jest on bardzo
elegancki.

O zastosowaniu biinwolutywnosci do
sformalizowania klasycznej geometrii

i wdrozeniu tego w niemieckich szkotach
pisalem w Delcie 6/2013.

Inwolucje w sosie wltasnym

Zacznijmy trywialnie:

Kazda inwolucja jest bijekcjq.

Istotnie, f(x) = f(y) — = f(f(x)) = f(f(y)) =y, a kazdy punkt z dziedziny
jest obrazem f(z), czyli dziedzina i przeciwdziedzina sie pokrywaja. ¢

Przyda sie jeszcze mozliwo$é sklejania inwolucji:
Jesli f1 jest inwolucjg na X1, a fo — inwolucjg na Xo oraz X1 N Xo =10, to

o (@), gdy x € Xq;
J@) = {f;(l’% gdy x € X;

jest inwolucjqg na X1 U Xo,
co chyba nie wymaga komentarzy.

Ale s3 tez rzeczy nietrywialne:

Kazda bijekcja jest ztoZeniem dwdch inwolucyi.

Niech wigc f bedzie bijekcja na X. Wprowadzmy dla dowolnej liczby catkowitej
n oznaczenie k(™) okreslone przez warunki

kO =id, k0D = fEO ) k(=9 = (k(i))—l_

Relacja a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie n, ze k™ (a) = b,
dzieli X na roztaczne klasy Dj,.
Dla kazdej z nich oddzielnie okreslimy inwolucje, ktorych zlozeniem jest f.

Potrzebne nam bedzie tylko oczywiste spostrzezenie, ze x € D, — f(x) € Dy,
a dokladniej f(k(™)(a) = k1) (a).

Mamy zastapi¢ dwiema inwolucjami funkcje f, ktéra kazdemu k(™) (a)
przyporzadkowuje k("1 (a). Te inwolucje to g, (k™ (a)) = k(=™ (a)
i ha(k™(a)) = kA=) (a).

Mamy bowiem

haga (™ (a)) = ha(EC™)(a)) = kKO- (a) = KD (a) = f(kM).
Wypadaloby jeszcze sprawdzié, ze g, i h, sa inwolucjami. Ale to wynika z tego,
ze zaréwno —x, jak 1 — z to inwolucje.o

No i jeszcze jedno ogélne twierdzenie o inwolucjach.
Jesli hy 1 hy sq inwolucjami, to hohy jest inwolucjg wtedy i tylko wtedy, gdy
h2h1 = h1h2.

Istotnie, gdy hohy jest inwolucja, to
hahihg = haohiha(hahy)(h2hi) = (ha(hi(h2ha)hi)ha)hy = ha,
a WiQC h1h2 = (hghlhg)hz = hzhl(hzhz) = hzhl.

7 kolei gdy h2h1 = hlhg, mamy
(hohi)(hah1) = (hohi)(h1he) = (ha(hihi)he) =id. ©

I mozna tak dalej

Grupy, w ktorych kazdy element jest zlozeniem dwoch inwolucji z tej grupy,
to grupy biinwolutywne.

Takimi grupami obok bijekcji sa np. izometrie R™. Dla n = 2 kazda izometria jest
zlozeniem dwéch symetrii osiowych lub symetrii osiowej i sSrodkowej;
dla n = 3 — dwbch symetrii osiowych lub osiowej i plaszczyznowej; itd.

Daje to mozliwos¢ sformalizowania geometrii w jezyku inwolucji ... No wlasnie,
wypada przestaé, wiec na koniec ogélna uwaga.

Gdy przed potwiekiem bronitem doktoratu, profesor Andrzej Mostowski zapytat
mnie, czemu opisatem geometrie eliptyczng jako teorig relacji dwuargumentowej,
skoro mozna postuzy¢ sie wzorami analitycznymi. Odpowiedzialem bezczelnie:
Kazda ptaszyna swym wtasnym glosem Pana Boga chwali.

To prawda, ale mam nadzieje, ze ten tekst bedzie glosem na rzecz przekonania,
ze dopiero pienia wszystkich ptaszgt pozwalajg w pelni kontemplowaé pigkno tego
Swiata, rowniez choéby w takiej jego drobnej czesci, jaka sa inwolucje.
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