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W tym artykule przedstawimy podstawy teorii uzytecznosci oczekiwanej
von Neumanna i Morgensterna. Na ponizszym wykresie przedstawiono wykres
funkeji u(w), tzw. funkcji uzytecznosci dla Bolka.
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Na osi poziomej odmierzamy wielkos¢é majatku Bolka w, a na osi pionowej
odpowiadajacy mu poziom satysfakcji, zwany dalej uzytecznoscia danego
poziomu majatku w. I tak np. jesli u(w) = /w, to u(1000000) = 1000,
1(1210000) = 1100, «(1440000) = 1200. Widzimy na tym przykladzie, ze réwnym
przyrostom majatku towarzysza coraz mniejsze przyrosty satysfakcji (mierzonej
funkcja u(w).) Zwiazane to jest z wklestoscia funkeji u(w).

Proponujemy teraz Bolkowi udzial w nastepujacej grze: uczciwy arbiter rzuca
symetryczna moneta; gdy wypadnie orzet, Bolek wygrywa 50 zl; gdy wypadnie
reszka, przegrywa 50 zt. Takie gry bedziemy nazywaé loteriami. Loterig [, ktora
rozwazamy, mozna zakodowaé tak:

1 1
l:io(wo+50)®50(wo—50),
gdzie wy oznacza majatek poczatkowy Bolka.

Czy ta loteria jest dla Bolka korzystna? Czy (nieprzymuszany!) Bolek chetnie
w nig zagra? Nie potrafimy przewidzie¢ wyniku i ostatecznego poziomu
zadowolenia Bolka, ale mozemy obliczy¢ ,zadowolenie” przecigtne, czyli
uzyteczno$c¢ oczekiwang:

E(u(l)) = %u(wo +50)+ %u(wo _ 50).

Jedli funkcja u(w) jest wklesta (jak na rysunku powyzej), to mamy nieréwnosé
E(u(l)) < u(wo)).

Interpretacja tej nieréwnosci jest nastepujaca: Bolek nie zagra — woli poprzestaé

na wy. Powyzsza idea rozpatrywania wartosci oczekiwanej uzytecznosci wyniku

loterii (w skrécie uzytecznosci oczekiwanej loterii) zajeta wazne miejsce

w mikroekonomii w potowie XX wieku. Jednymi z jej twércéow sa ekonomisci

wymienieni w tytule.

Pokazemy teraz bardziej zaawansowany przyklad zastosowania teorii uzytecznosci
oczekiwanej do problemu decyzyjnego: kupi¢ ubezpieczenie czy nie kupié¢?
Przyklad 1. Konsument ma majatek poczatkowy wy = 1440000 zt i funkcje
uzytecznosci majatku u(w) = \/w. Stoi w obliczu grozacej mu straty X

o rozkladzie X = 230000 zt z prawdopodobienstwem p = 0,02 oraz X =0

z prawdopodobienstwem 1 — p = 0, 98. Obliczy¢ maksymalna akceptowalna przez
niego sktadke ubezpieczeniowa P za pelne ubezpieczenie od tej straty.
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Rozwiazanie. Jest to sytuacja wyboru jednej z dwdch loterii:
Inup = 0,02 0 (1440000 — 230000) & 0, 98 o (1440000)
albo
lup = 0,02 0 (1440000 — P — 230000 + 230000) & 0, 98 o (1440000 — P).

Wybér loterii l;yp oznacza decyzje o zakupie ubezpieczenia. Natomiast wyboér
loterii [y p oznacza rezygnacje z zakupu ubezpieczenia. Nasz bohater kupi
ubezpieczenie, gdy

E(U(ZUB)) > E(U(ZNUB))
Poniewaz

E(u(lxvg)) = 0,02v/1210000 + 0,98+/1440000 = 1198 oraz

E(u(lyp)) = 1-+/1440000 — P,
wiec akceptowalna skladka musi spelniaé¢ nieréwnosé¢ /1440000 — P > 1198.

Rozwiazujemy te nieréwnosé ze wzgledu na P i otrzymujemy P < 4796.
Maksymalna akceptowalna sktadka P wynosi wiec P = 4795 zl.

Uwaga. Z punktu widzenia firmy ubezpieczeniowej nalezna sktadka netto wynosi
E(X) =0,02-230000+ 0,98 - 0 = 4600 (z1).

Sktadka brutto, ktéra faktycznie firma zaoferuje (potencjalnym) klientom,
na pewno bedzie wigksza. Jesli wyniesie np. 4750 z1, to zgodnie z naszym
modelem Bolek kupi ubezpieczenie, ale jesli np. 4900, to juz nie kupi!

Rozwazmy teraz dwie osoby, ktore zastanawiaja sie, czy kupié powyzsze
ubezpieczenie, albo ogélniej, czy podjacé jakies ryzyko finansowe? Druga z nich
nazwijmy Lolkiem. Ich nastawienie do ryzyka bedziemy modelowaé za pomoca
teorii uzytecznosci oczekiwane;j.

Okreg$lamy wspotczynnik awersji do ryzyka Arrowa—Pratta jako

—u(w)

u'(w)

r(w) :=

Powiemy teraz, ze Lolek boi sie bardziej niz Bolek przy poziomie majatku w
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) ’I”L(’LU) > ’I”B(w).

Oto umotywowanie wprowadzonego wspdlczynnika.

Poddamy Bolka nastepujacemu eksperymentowi. Bedziemy mu oferowac loterie
typu L(z1, z2):

Niezalezny arbiter rzuca kostkq. Jesli wypadnie 4, Bolek wygrywa x1, a jesl
wypadnie inna liczba oczek, wygrywa a.

Trzeba dodaé, ze zaréwno x1, jak i x2 moga by¢ liczbami rzeczywistymi
dowolnych znakéw. I tak np. loteria L(50, —8) oznacza, ze w pierwszym
przypadku wygrywa 50 zl, ale w drugim przegrywa 8 zt. Z dwéch nieciekawych
loterii L(30,10), L(—10,—5) pierwsza jest ewidentnie korzystna, a druga
niekorzystna. Poczatkowy majatek Bolka wynosi wp, a my podsuwamy mu coraz
to nowe loterie typu L(z1,z2) i kazdorazowo kazemy mu podjaé decyzje: czy chee
w nia zagraé, czy tez nie? W ten sposéb (przynajmniej teoretycznie) powstaje
2bidr loterii Ag(wo) akceptowalnych przez Bolka przy wyjsciowym poziomie
majgetku wo. Mozna tatwo udowodnié, ze jesli funkcja uzytecznosci Bolka jest
wklesta, a to jest typowe, to zbidr loterii akceptowalnych Ag(wg) jest wypukly.
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Na rysunku naszkicowano zbiory akceptowalnych ryzyk dla Bolka Ap(wg) oraz
dla Lolka Af(wg) w ten sposéb, ze Ar(wo) C Ap(wp). Poniewaz kazda loterie,
ktora zaakceptuje Lolek, zaakceptuje tez Bolek, oraz sa loterie akceptowalne dla
Bolka, ale jednocze$nie nieakceptowalne dla Lolka, wiec krétkie stwierdzenie
Lolek boi sie bardziej niz Bolek jest tutaj naturalne. Jak sie to jednak ma do
nieréwnosci (1)? Aby to zrozumieé, rozwazmy krzywa Kp ograniczajaca zbior
Ap(wp). Leza na niej loterie L(x1, 22), ktére sa dla Bolka ,na granicy
akceptowalnosci”, a zatem stosujac kryterium uzytecznosci oczekiwanej,
dostajemy réwnanie opisujace punkty na tej krzywej:

é cu(wo + x1) + g ~u(wp + x2) = u(wo).
Poniewaz Ar,(wp) C Ag(wo), wiec krzywa K, jest w punkcie (0,0) bardziej
zakrzywiona niz krzywa Kp. To tlumaczy wlasnie pojawienie sie drugiej
pochodnej funkcji u(w) we wzorze na wspélezynnik Arrowa—Pratta r(w), gdyz,
jak wiadomo, w kazdym wzorze na krzywizne pojawia si¢ druga pochodna.

Przyktad 2. Niech up(w) = /w, natomiast ur,(w) = In(w) dla w > 0. Mamy
rg(w) = 1/2w oraz ri(w) = 1/w. Tak wiec dla kazdego w > 0 mamy

rr(w) > rp(w). Méwimy wtedy, ze globalnie (niezaleznie od poziomu
majatku w) Lolek boi sie bardziej niz Bolek.

Pratt udowodnit
Twierdzenie (Pratt). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. dla kazdego w > 0 zachodzi nieréwnosé
ri(w) > re(w),
2. istnieje funkcja G : R — R rosngca © wklesla, spelniajgca warunek:
G(upg(w)) = ur(w) dla kazdego w > 0,
3. dla kazdego ryzyka €, spelniajacego E(g) = 0, mamy nierdwnosc:
mr(e) > mp(e).

Wyjasnimy najpierw, co oznacza mr,(¢) uzyte w 3. Jest to z definicji rozwiazanie
rownania

ur(w—mr(e)) = Bur(w — ),
gdzie wartos¢ oczekiwana jest obliczona wzgledem rozkladu zmiennej losowej €.

Uzyte w punkcie 3. okreslenie ,ryzyko £” jest tutaj synonimem okreslenia
Losowa strata &”.

Twierdzenie Pratta ustala réwnowazno$¢ trzech sposobéw wyrazenia opinii, ze
Lolek boi sie bardziej niz Bolek przy kazdym poziomie majatku w > 0. Pierwszy
spos6b uzywa poréwnania odpowiednich wspétczynnikéw Arrowa—Pratta. Drugi
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sposob przywoluje funkcje uzytecznoéci majatku: Lolek ma bardziej
L2uwkledniong” funkcje uzytecznosci. Wreszcie trzeci sposéb polega na
stwierdzeniu, ze Lolek boi sie bardziej, gdy sklonny jest placi¢ wieksze sktadki
ubezpieczeniowe za unikniecie ryzyka. W zaleznosci od kontekstu konkretnej
analizy ekonomicznej jeden z tych sposobéw moze by¢ wygodniejszy niz
pozostate. Tak wiec warto$é twierdzenia Pratta nie sprowadza sie wylacznie
do jego niewatpliwych walorow estetycznych.

Na koniec wprowadzmy na sceng niezastapiona Tole.

Przyklad 3. Tola ma funkcje uzytecznosci majatku postaci ur(w) =1 —e=™.
Ta funkcja tez jest wklesta i dlatego Tola tez sie boi. Obliczamy rr(u), aby
ocenié¢, czy boi sie bardziej, czy mniej od chlopakéw:
rr(w) =1 dla kazdego w > 0.
Zatem
re(w) < rp(w) < rp(w) dlaw < 1/2,
rp(w) < rp(w) < rp(w) dla1l/2 <w <1,
rp(w) < rp(w) < rp(w) dla 1 < w.
Interpretacja jest nastepujaca. Gdy wszyscy troje sa (jednakowo) ubodzy, Tola
boi sie¢ najmniej: stosuje ryzykowne strategie inwestycyjne, aby tylko wyrwac sie
z ubdstwa. W przedziale majatkéw érednich jej nastawienie do ryzyka jest
przecietne — nie grzeszy ani przesadna odwaga, ani tchérzostwem (role ryzykanta
odgrywa wtedy Bolek). Wreszcie, w przypadku, gdy sa (jednakowo) zamozni,
Tola poprzestaje na posiadanym niemalym majatku i nie wchodzi w ryzykowne
inwestycje.
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