Kolorowe wezty, kolorowe sploty

Jest to tekst zwigzany z odczytem
wygloszonym na LIV Szkole Matematyki
Pogladowej, Kolorowa matematyka,
Jachranka, sierpienn 2016, za ktéry Autor

otrzymal Medal Filca za najlepszy odczyt.

Redakcja

L

=
el B l

Pawel TRACZYK?*, Warszawa

Na poczatek obejrzyjmy ciag diagraméw weztdéw (wlasciwie jednego wezla).
Zaczyna sie od czegos dosy¢ skomplikowanego, a na konicu wychodzi trywialny
diagram wezla trywialnego. Przyktad pochodzi z ksiazki V. Manturova (Vassily
Manturov, Knot Theory, 2004 CRC Press). Gdyby kto$ sie uparl, to te stopniowe
zmiany diagraméw mozna by rozbi¢ na bardziej elementarne przerébki za
pomoca tak zwanych ruchéw Reidemeistera, ktore pokaze jeszcze przed
zapowiedzianym ciggiem diagramoéw.
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Ruchy Reidemeistera. Dwa diagramy reprezentujg ten sam splot wtedy i tylko wtedy, gdy

mozna przerobi¢ jeden na drugi za pomocg takich ruchéw i deformacji ptaszczyzny.

Za chwile zapowiedziany przyktad. Zobaczymy cztery pary diagraméw. W kazdej
parze pierwszy z diagramdw jest przed kolejna przerébka, a drugi po przerdbce.
Zaznaczone kolorowo fragmenty diagraméw maja zwracaé uwage na to, jaki
fragment diagramu chcemy zmodyfikowaé i co z niego zostaje po modyfikacji.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki UW,
P.Traczyk@mimuw.edu.pl

Trzeba zwréci¢ uwage na fakt, ze mamy tu same uczciwe, fizycznie wykonalne
na modelu z drutu operacje: nic nie trzeba oszukiwaé, nie trzeba rozcina¢ modelu
i taczy¢ go znowu, tylko gia¢, ciagnac i deformowac.
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I. A. Dynnikov, Arc-presentations
of links: monotonic simplification. Fund.
Math. 190 (2006), 29-76

Kto sie¢ dobrze przyjrzy poczatkowemu diagramowi, ten zobaczy, ze nie da sig¢
do niego zastosowac ruchu Reidemeistera zmniejszajacego liczbe skrzyzowan.
Tak wiec ruchy Reidemeistera nie pozwalaja na monotoniczne rozpoznawanie
wezta trywialnego — monotoniczne, czyli takie, ze liczba skrzyzowan w kolejnych
diagramach nigdy sie nie zwigksza.

Grid diagrams. Ale nie tak dawno temu I. Dynnikow wynalazl pewien
specjalny rodzaj diagramu, ktéry pozwala na wlasnie monotoniczne
rozpoznawanie wezla trywialnego (szczegdly na konicu). Chodzi o bardzo
szczegdlne diagramy rysowane na kwadratowej siatce, takiej jak w zeszycie
w kratke.

1. Caly diagram sklada sie z pewnej liczby pionowych i pewnej liczby poziomych
kresek (ktére sa w ramach kratek polozone centralnie).

2. W kazdej kolumnie jest jedna kreska pionowa, a w kazdym wierszu jedna
kreska pozioma.

3. W kazdym skrzyzowaniu pionowa kreska jest mostem, a pozioma tunelem.

Na rysunku obok pokazany jest trojlistnik w postaci
© L4 grid diagramu. Na tym rysunku mamy diagram tak

zwanego tréjlistnika, narysowany wtasnie w stylu
Dynnikova. Kreski sg wlasciwie niepotrzebne, bo i tak

P o wiadomo, ktora idzie géra, a ktora dotem. Kratki
wlasciwie tez. W zasadzie pelna informacja jest zadana

® e} przez uklad kropek zaznaczajacych konce kresek.




Po lewej mamy inna wersje diagramu tréjlistnika. W zasadzie to jest ten sam
diagram, tylko nie ma tych kratek, jest troche zdeformowany, nie sklada sie
z pionowych i poziomych odcinkéw. No i ma co$, czego tam nie bylo: jest
pokolorowany na RGB.

Nastepny rysunek to jeszcze inna wersja diagramu tréjlistnika, ktéra rézni sie
istotnie sposobem pokolorowania. Rézni sie istotnie, to znaczy zmiana jest
powazniejsza niz tylko permutacja koloréw. Ale jednak te kolorowania maja co$
wspélnego: w kazdym skrzyzowaniu spotykaja sie albo trzy kolory, albo jest
uzyty tylko jeden.

Takie kolorowania diagramu (ze w kazdym skrzyzowaniu spotykaja sie albo trzy
kolory, albo jest uzyty tylko jeden) nazywaja si¢ kolorowaniami Foxa. Trudno

w to na pierwszy rzut oka uwierzy¢, ale liczba kolorowan Foxa jest niezmiennikim
wezla. Dla ilustracji pokaze jeden fragment z dowodu.

Na tym obrazku chodzi o rzecz nastepujaca. Po lewej stronie mamy pewien
fragment calego kolorowania. Chodzi o to, czy po wykonaniu R3 da sie
odtworzy¢ kolorowanie, nie zmieniajac nic poza kolorami lokalnie (w tym duzym
kotku), a jezeli sie da, to czy jednoznacznie. Rysunek jasno pokazuje, ze sie da,

a ze jednoznacznie, to trzeba sie chwile zastanowié¢. No i tak wyglada caly
dowdd: kolorowanie (wymaganego typu) jest dla kazdego ruchu Reidemeistera
wyznaczone przez kolorowanie poza obszarem dziatania tego ruchu. Dlatego
liczba kolorowan przed ruchem Reidemeistera i po jest taka sama. Czyli ta liczba
jest niezmiennikiem wezla.

Przyklad 1. Liczba tréjkolorowan Foxa wezta trywialnego = 3.
Przyklad 2. Liczba tréjkolorowan Foxa tréjlistnika = 9.
Whniosek 3. Tréjlistnik i wezet trywialny to nie jest to samo.

Kolorowanie wezléw za pomoca quandli.

Popatrzmy na dwa typy skrzyzowan w zorientowanym diagramie, takie jak
na ponizszym rysunku:
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Przestawienie pary sasiednich
wierszy /kolumn.

Zrobilidmy tak, zeby strzatka od mostu pokazywala w prawo — to sie zawsze da.
Wowezas mozemy otrzymacé skrzyzowanie takie jak po lewej albo takie jak po
prawej. Oznaczmy kolory literami: H dla poziomej kreski, N dla gérnej pionowej,
S dla dolnej pionowej. Chcieliby$my rozpatrywaé takie kolorowania, zeby N byto
wyznaczone przez H i S, co zapiszemy za pomoca wzoru

N=5xH.

No i jeszcze chcielibysmy, zeby to bylo uogélnienie kolorowan Foxa, to znaczy
zeby liczba kolorowan zgodnych z ta zasada byla niezmiennikiem. Czyli zeby
ruchy Reidemeistera ja zachowywaly.

Okazuje sie, ze do tego sa potrzebne nastepujace trzy warunki:

l.axa=a

2. Dla kazdych a, b istnieje dokladnie jedno c, takie ze a = c* b

3. (axb)yxc=(axc)(bxc).

Taka algebra nazywa sie quandle. Chociaz tutaj zostala zdefiniowana z uzyciem
tylko jednego dzialania i nie wyglada na algebre definiowalna réwnosciowo, to
jednak definicje mozna tatwo przerobi¢ na rownosciowa.

Istnieje mnoéstwo catkiem réznych quandli skoficzonych. Dzigki temu istnieje
mnostwo catkiem réznych niezmiennikéw pochodzacych od tych quandli.

Na zakonczenie czesci o quandlach uwaga na temat skutecznosci skonczonych
quandli jako narzedzia do klasyfikacji wezléw. Przytocze tylko cytat z pewnej
pracy.

W. Edwin Clark, Mohamed Elhamdadi, Masahico Saito, Timothy Yeatman
(2014): We present a set of 26 finite quandles that distinguish (up to reversal and
mirror image) by number of colorings, all of the 2977 prime oriented knots with
up to 12 crossings.

I jeszcze na sam juz koniec: (Dynnikov) grid diagrams pozwalaja rozpoznaé

w spos6b monotoniczny wezel trywialny. Monotoniczny znaczy tyle, ze na kazdej
planszy trzeba sprawdzi¢ tylko skonczenie wiele operacji niezmieniajacych klasy
wezla i nigdy nie trzeba przechodzi¢ do wiekszej planszy. Dalej przedstawiona
zostala lista tych niepozornych operacji.
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Nie jest tak, ze takie przestawienie kolumn/wierszy zawsze zachowuje klase
wezla. Ale wiadomo, kiedy zachowuje.

Moze w skrocie tak: wolno to zrobié, jezeli skutek jest tozsamy z R2 lub w ogdle
zaden. W ogoéle zaden to znaczy, ze nastapila tylko deformacja diagramu na
plaszczyznie. Tak jak na rysunku, tym razem bez widocznej kratki, bo moze tak
lepiej widaé.
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Cykliczna rotacja wierszy/kolumn.

I ostatni typ, tak zwana stabilizacja




