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Pogladowo i jego klopoty

Nie tak dawno temu, za gérami, za lasami stalo sobie miasteczko zwane
Pogladowem. Ze wzgledu na szczegdlna rzezbe terenu, miasteczko dzielito sie

na dwie dzielnice: w jednej znajdowaly sie wszelkie lokalne przedsiebiorstwa,
fabryki i wigkszo$é punktéw ustugowych oraz urzedéw (dzielnica przemystowa),
a w drugiej mieszkania wiekszosci pogladowian (dzielnica mieszkalna). Kazdego
poranka znaczaca liczba pogladowian dojezdzala samochodami (niestety
transport publiczny w Pogladowie jest bardzo nieefektywny) do pracy ze swoich
domoéw. Oczywiscie, miedzy dzielnica mieszkalna a przemystowa wybudowano
droge dobrej jakosci, ktora pozwala dojechaé¢ na miejsce bardzo szybko... pod
warunkiem, ze ta droga jest pusta. OczywisScie, w godzinach dojazdu do pracy
trudno na to liczy¢, dlatego na tej drodze tworza si¢ korki,
ktére marnuja czas i budza irytacje kierowcow. Dlatego
kuszaca alternatywa jest objazd — trasa jest dtuzsza,
nienajlepszej jakosci i poza godzinami szczytu jedzie si¢
nig znacznie dluzej niz gtéwna droga. Ale jesli
przygniatajaca wigkszos¢ pogladowian bedzie sta¢ w korku
na gléwnej drodze, objazdem mozna na miejsce dotrzeé
szybciej.

Dlatego co rano kazdy z kierowcéw z Pogladowa musi

podja¢ decyzje: ktora droga dzisiaj wyruszy do pracy,
by dotrzeé¢ do dzielnicy przemystowej jak najszybciej.

W swoich decyzjach oczywiscie kieruje sie jakoscia drogi,
ale tez oczekiwaniami dotyczacymi liczby pozostatych
mieszkancow podrozujacych jedna, badz druga droga.
Gdyby jaki$ pogladowianin zignorowal prognozowanie
zachowan pozostalych, to na pewno wyruszytby droga

Rys. 1. Pogladowo i jego drogi dojazdowe. krotsza i wygodniejsza.
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Ale jesli spodziewa sie, ze wszyscy pozostali podejma taka decyzje, to moze
sprébowaé ich ,,przechytrzy¢” i pojechaé¢ wolnym od samochodéw objazdem
zamiast tkwi¢ w gigantycznym korku. Nie moze jednak wykluczyé, ze wszyscy
inni o tym pomy$la i zator tak naprawde uformuje sie na trasie objazdowej! Czy
potrafimy jako$§ wymodelowaé proces decyzyjny pogladowian i przewidzieé¢ ich
dtugoterminowe wybory? Czy uformuje sie jakas ,rownowaga” polegajaca na
mniej wiecej stalej liczbie pojazdéw poruszajacych sie kazda z tras w kolejne dni?
A moze zattoczenie drég bedzie zmieniaé si¢ okresowo lub w jakims$ innym,
przewidywalnym schemacie? Czy tez moze bedziemy mie¢ do czynienia

z kompletnie nieprzewidywalnymi, niestabilnymi zachowaniami?

Sytuacjami podobnymi do dylematu mieszkancow Pogladowa zajmuje si¢ teoria
gier. Bez wchodzenia w techniczne detale, przez gre rozumiemy matematyczny
model sytuacji, w ktérej wielu jej uczestnikéw (zwanych graczami) wykonuje
swoje dzialania, ktére z kolei maja wplyw na koncowy efekt wysitkow kazdego
z nich. Klopoty mieszkancéw Pogladowa sa dla mnie pretekstem przedstawienia
stosunkowo nowatorskiego podejécia do teorii gier, znanego jako algorytmiczna
(lub ewolucyjna) teoria gier. Polega ono na zalozeniu, ze taka gre rozgrywa sie
wielokrotnie i dopuszczamy ,uczenie si¢” graczy, czyli aktualizowanie strategii
podejmowania wyboréw na podstawie tego, co wydarzyto sie do tej pory.

Na przyktad, kierowca z Pogladowa moze zdecydowaé sie na wyboér takiej drogi,
ktéra oznaczala krotszy czas dojazdu poprzedniego dnia — albo wrecz przeciwnie,
spodziewajac sie, ze na te wlasnie droge ,przeskoczy” wystarczajaco wielu
wspoéldojezdzajacych. Jak zobaczymy, nawet przy bardzo prostych zalozeniach,
rezultaty takiego modelowania moga sie okazaé¢ bardzo skomplikowane.



W teorii gier czegsto dopuszcza sie
strategie mieszane, czyli takie, w ktérych
kazdej opcji przypisuje si¢ pewne
prawdopodobienistwo jej wykonania.
Jednakze, w przypadku Pogladowa
rozwazanie strategii mieszanych nie wnosi
do gry nic nowego. Po pierwsze,
modelujemy sytuacje, w ktorej
obserwujemy tylko dzialania graczy,

a wigc realizacje strategii:

w rzeczywistodci, nigdy nie
zaobserwujemy, ze strategia danego
mieszkanca byl wybor pierwszej drogi

z prawdopodobienstwem p, a drugiej

z prawdopodobienstwem 1 — p, tylko to,
ktérg droga faktycznie pojechal. Drugi,
bardziej matematyczny powéd, to
liczebno$¢ zbioru graczy. Jedli jakis jego
podzbiér o mierze niezerowej w danym
momencie preferowalby strategie
mieszang, to mozna t¢ preferencje¢ bez
utraty informacji o modelu zastapic
warto$cig oczekiwang realizacji takiej
strategii mieszanej. Na przyktad, jesli
pewien podzbiér zbioru graczy
wybieralaby pierwsza droge

z prawdopodobiefistwem 75%, to réwnie
dobrze mozna zalozy¢, ze po prostu 3/4
uczestnikéw gry z tego zbioru wybiera
pierwsza droge, a reszta drugg.

Gry zageszczeniowe

Sprobujmy sformalizowaé, o jakiej grze w sensie matematycznym méwimy,
analizujac dylemat kierowcéw z Pogladowa. Najpierw musimy ustali¢ bazowe
elementy takiej gry:

e 7biér graczy: w naszej sytuacji zaktadamy, ze graczy jest tak wielu, ze
praktycznie ich liczbe mozna przybliza¢ zbiorem ciaglym mocy continuum
(czyli [0,1]). Ponadto, nie mamy zadnych informacji wyrdzniajacych
ktoregokolwiek z graczy, wiec zaktadamy, ze sa oni symetryczni: dysponuja
tymi samymi zasobami, takim samym dostepem do informacji i maja takie
same preferencje.

e Zbiér strategii, czyli zasad wyboréw mozliwych dzialan dokonywanych
przez graczy. Dla Pogladowa sa to dwie czyste strategie: wybodr pierwszej
lub drugiej drogi dojazdu.

e Funkcje wyplaty (kosztu), ktéra przedstawi wielko$é kosztu poniesionego
przez kazdego z graczy w postaci czasu poswieconego na dojazd
w zaleznosci od tego jaka strategie wybierze kazdy z nich. Dokladne postaci
funkcji wyplat oméwimy w dalszej czesci artykutu. Oczywiscie, zaktadamy,
ze uczestnicy gry chca ponie$¢ jak najmniejszy koszt swoich dziatan, czyli
zuzy¢ na dojazd jak najmniej czasu.

Analizowana przez nas sytuacja jest przykladem gry zageszczeniowej (congestion
game). Takie gry charakteryzuja sie funkcja kosztu uzycia danej strategii rosnaca
ze wzgledu na ilo$¢ jej uzytkownikdéw. W naturalny sposéb takie gry modeluja
zagadnienia zwigzane z transportem (takie jak dylemat pogladowian): im wiecej
pojazdéw uzytkuje dang droge (czy jest to ulica, czy tor kolejowy, czy tez $ciezka
rowerowa), tym wolniej $rednio moga si¢ przemieszczaé i tym wigkszy jest
czasowy koszt dotarcia do celu. Ale nie jest to jedyny scenariusz, w ktérym gry
zageszczeniowe maja zastosowania. Podobnymi efektami charakteryzuja sie gry
rynkowe ze wzgledu na mechanizm popytu: im wiecej oséb chce kupié¢ dane dobro
na rynku (np. akcje pewnej firmy na gieldzie), tym wiekszy daja bodziec
sprzedajacym do podniesienia ceny tego dobra, co oczywiscie zwigksza koszt jego
zakupu. Podobne zasady wystepuja réwniez w biologicznych grach populacyjnych
w postaci konkurencji o zasoby: na przyklad, im wiecej organizmoéw wykorzystuje
to samo zrédto zywnosci, tym trudniej jest pozyskaé pozywienie z tego zrddla.
Generalnie, wszedzie, gdzie rézni uczestnicy gry probuja skorzystaé ze
skonczonych zasobow, gry zageszczeniowe sg idealnym narzedziem modelowania
zachowan graczy lub tez pozwalaja nimi sterowaé (przykladem tego drugiego
podejscia sa algorytmy inwestowania na gieldach lub przyporzadkowywania
przekaznikéw do obstugi telefonéw komérkowych bez przeciazania sieci).

Jak zatem sformulowaé funkcje kosztéw dla mieszkancéw Pogladowa, by
otrzymac gre zageszczeniowa o interesujacych rozwiazaniach? Okazuje sie, ze
wystarczy najprostsze mozliwe podejscie: rozwazenie kosztéw proporcjonalnych
do liczby uzytkownikéw obydwu drég podczas danej rozgrywki. Przez x € [0, 1]
bedziemy oznaczaé ulamek populacji wybierajacy pierwsza droge podczas
dojazdu do pracy (oczywiscie, wtedy 1 — & wybiera droge druga). Wtedy czas
(czyli koszt) przejazdu pierwsza droga (czyli wyboru pierwszej strategii) wynosi:
c1(z) = ax,

a czas (czyli koszt) przejazdu druga droga (czyli wyboru drugiej strategii):

C2(I) = 6(1 - 'r)v
dla pewnych «, 3 € RT. Dodatkowo zakladamy, ze a # 3, gdyz w innym
przypadku drogi staja sie identyczne pod wzgledem funkcji kosztu i cale
zagadnienie przestaje by¢ szczegblnie interesujace. Oczywiscie, sytuacje, w ktorej
pierwsza droga jest generalnie szybsza przy tej samej liczbie uzytkownikéw
modeluje zalozenie 8 > «.

PrzedstawiliSmy juz wszystkie elementy gry: czas ja rozwiazaé. Ale co rozumiemy
przez rozwiazanie gry? W klasycznej teorii gier, za rozwiazanie uwaza si¢ stan
réwnowagi (w skrécie: réwnowage), czyli zestaw strategii wybieranych przez
wszystkich graczy, taki, ze zadnemu z nich, a raczej zadnej grupie graczy (gdyz
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Zalozenie z opisu sytuacji Pogladowa, ze
wybor pierwszej drogi oznacza mniejszy
koszt przy tej samej liczbie uzytkownikéw
obydlwu drég przeklada si¢ na warunek
b> 3.

Takim przypadkiem jest slynny dylemat
wieznia lub jego populacyjne ujecie znane
jako tragedia wspdlnego pastwiska, gdzie
rozwiazanie réwnowagowe przewiduje
kompletne zuzycie ograniczonego zasobu
przez jego uzytkownikéw zamiast
wspéluzytkowania go w sposéb
zréwnowazony.

przy zalozeniu istnienia continuum graczy, zmiany strategii pojedynczych
uczestnikéw gry nie maja znaczenia) nie oplaca sie zmienié¢ swojej strategii przy
zalozeniu, ze inni pozostang przy swoich wyborach.

Definicja 1. Rownowaga dla rozwazanej gry nazywamy takq proporcje

xo € [0, 1] graczy wybierajgcych pierwszq strategie, ze dla kazdego € > 0:

c1(zo + &) = ea(xo), gdy xo +¢e < 1;c2(xg —€) 2 c1(wo) gdy 9 — e = 0.

Latwo sprawdzié, ze dla naszej gry jedyna réwnowaga bedzie b = aLJrB iw tej
rownowadze czas podrézy kazda z drog jest taki sam:
of
ci1(b) = ca(b) = .
1(b) = c2(b) = — 3

Faktycznie zatem, jesli wlasnie czesé mieszkancéow Pogladowa réwna b bedzie
podrézowad pierwsza droga i beda oni $wiadomi, ze taki wtasnie jest stan
rzeczywistosci, to rownowaga bedzie si¢ utrzymywac z niewymuszonej woli
graczy.

Czy to juz koniec historii? Zdecydowanie nie! Dla tego typu zagadnien, klasyczna
teoria gier, a zwlaszcza rozwiazanie w formie rownowagi niekoniecznie jest
najlepszym podejsciem. O ile faktycznie stan rownowagi, jesli juz raz zajdzie,
zapewne zostanie utrzymany, to warto si¢ zastanowic¢, dlaczego i w jaki sposdb
mieszkancy Pogladowa moga do tego stanu dojs¢.

W najbardziej klasycznym ujeciu, powodem jest zalozenie o racjonalnodci,

a wladciwie superracjonalnosci graczy. Zaktada sie, ze gracze znaja wszystkie
zasady gry (w szczegélnosci, dokladne sformutowanie funkcji kosztu), zgadzaja
sie z jej celami (wiec celem kazdego w kazdej sytuacji jest jedynie minimalizacja
kosztu), potrafia idealnie realizowaé zaplanowane przez siebie strategie (np. nigdy
nie skreca w zla droge ani nie zepsuje si¢ im samochdd) i dodatkowo sa pewni, ze
pozostali gracze maja takie samo podejscie do sytuacji i te same umiejetnosci.

W szczegblnodci, potrafia obliczy¢ réwnowage, zrealizowac ja w praktyce i mie¢
$wiadomosé, ze jest ona realizowana przez innych. O ile takie zalozenie jest
dogodne przy rozpatrywaniu prostych, abstrakcyjnych gier, to jest bardzo
stusznie krytykowane jako podstawa rozwigzywania rzeczywistych probleméw.
Mieszkancy rzeczywistych miast z cala pewnoscia nie sa w stanie spetnié tych
wszystkich zalozen. Warto tez wspomnieé, ze réwnowaga moze by¢ trudna do
obliczenia w przypadku skomplikowanych gier lub tez prowadzi¢ do powstawania
ukladow stabilnych, lecz nieoptymalnych dla wszystkich zainteresowanych stron.

Jednakze klasyczna teoria gier sprawdza sie w wyjasnieniu powstawania wielu
spotecznych konwencji, mimo braku superracjonalnych spoteczenstw. Powodem
jest druga mozliwo$¢ osiagniecia rownowagi przez populacje. Jesli sytuacja
modelowana przez gre powtarza si¢ wielokrotnie, nawet kompletnie nieracjonalni
gracze moga dowiedzie¢ sie o tej rownowadze z doswiadczenia: albo uczac sie
bezposrednio, dzigki rozegraniu takiej interakcji wielokrotnie, albo dowiadujac sie
o takim rozwigzaniu od innych, ktérzy w takiej sytuacji byli.

Powstaje pytanie: czy na pewno wielokrotne interakcje i samodzielne nabieranie
do$wiadczenia przez graczy wystarczy do osiagniecia réwnowagi? Czy w tak
prostej grze o liniowej funkcji kosztu moze zdarzy¢ sie cos bardziej
skomplikowanego? By na to odpowiedzie¢, musimy si¢ odwota¢ do ewolucyjnej
(algorytmicznej) teorii gier, ktérej matematyczne podstawy oparte sa na teorii
uktadéw dynamicznych.

Gry ewolucyjne i proste algorytmy uczenia sie

W grach ewolucyjnych odchodzimy od analizy statycznego stanu pojedynczej gry
na rzecz badania sekwencji kolejno rozgrywanych (iterowanych) gier. Wynik
kazdej z takich gier wpltywa na zachowanie graczy w kolejnych rozgrywkach.
Podejscie ewolucyjne porzuca zalozenie o superracjonalnosci graczy. Uczestnicy
nie sg juz wszechwiedzacy co do preferencji pozostalych graczy, ani co do
doktadnych funkcji kosztow. Swoja wiedze o stanie $wiata i w konsekwencji swéj
proces decyzyjny wyprowadzaja z historii dotychczas rozegranych gier, wiedzy

o efektach dotychczasowych dzialan i poréwnaniu ich z dziataniami wspoélgraczy
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Technicznie mozliwe jest rozpoczecie ze
stanu z¢p = 1 lub z¢p = 0, jednak wtedy
wszyscy uczestnicy gry zastosowali te
sama strategi¢ i nie maja si¢ od kogo
nauczy¢, jakie efekty dawato inne
podejscie — dlatego takie stany
poczatkowe nie sa dla nas interesujace.

i tym, jakie koszty oni poniesli. Innymi stowy, gracze sie uczq i za pomoca
pewnego algorytmu staraja sie przelozyé efekty tego uczenia na lepsze wyniki
w przysztosci.

W wypadku sytuacji panujacej w Pogladowie, mozemy zatozyé¢, ze poczatkowy
wybér drég do pracy byt mniej wiecej losowy, a nastepnie, kazdego dnia nasza
gra w wybor trasy jest powtarzana, a kierowcy podejmuja decyzje w oparciu

o to, co sie wydarzyto dawniej, w szczegdlnosci, jak dlugo im zajmowal dojazd
w poréwnaniu z sasiadami. W rezultacie otrzymujemy ciag (z,,)%, € [0, 1]¥
ktérego wyrazy opisuja, jaka cze$¢ pogladowian wybrata pierwsza droge kazdego
dnia.

W matematycznym ujeciu, gry ewolucyjne badaja pewien uktad dynamiczny.
Dla naszej gry z Pogladowa stan poczatkowy xg € (0,1) jest utamkiem liczby
mieszkancéw, ktérzy podczas pierwszej ,rozgrywki” (czyli ,zerowego” dnia
dojazdu do pracy) wybrali pierwsza z drog. Najwazniejszym skladnikiem naszego
ukladu jest funkcja f :[0,1] — [0,1] (odpowiednio regularna) definiujaca zmiane
strategii populacji pogladowian z dnia na dziefi (dokladniej: jak zmienia sie
udzial uzytkownikéw pierwszej drogi z dnia na dzief). Ciag decyzji pogladowian
(25,)22, otrzymujemy indukcyjnie z réwnania dynamiki:

Tpy1 = f (In)
Takie ujecie gry przedstawia ja jako dyskretny uktad dynamiczny na zbiorze [0, 1]
i pozwala nam uzy¢ wszelkich narzedzi, ktore teoria ukltadéw dynamicznych
wytworzyla. Jednak zanim z nich skorzystamy, musimy sprecyzowac¢ nasza
dynamike, czyli funkcje f. W algorytmicznej teorii gier ta funkcja nazywa sie
algorytmem uczenia si¢ i moze byé wybrana na wiele sposob6éw. Najprostszym
jest algorytm najlepszej odpowiedzi (best response): kazdy wybiera strategie,
ktéra databy mu najlepszy wynik w ostatniej rozgrywce, czyli najkrétszy czas
dojazdu poprzedniego dnia. Niestety, prostota w tym wypadku nie wystarcza:
algorytm powinien dawac rezultaty, ktére modeluja realistycznie zachowania
graczy (wtedy moze by¢ uzyty do wyjasniania i prognozowania réznych zjawisk
ze $wiata rzeczywistego) lub generowaé dzialania, ktére sg efektywne dla
spolecznosci (wtedy mozna go zastosowaé jako procedure sterujaca danym
systemem we wlasciwym kierunku). Ewentualnie mogliby$my si¢ zainteresowaé
algorytmem nie spetniajacym tych kryteriéw, gdyby chociaz byt podstawa
matematycznie interesujacej dynamiki. Ale dynamika algorytmu najlepszej
odpowiedzi jest bardzo prosta i bardzo nieefektywna: wszyscy mieszkancy
Pogladowa od pierwszego dnia wybieraja za kazdym razem t¢ sama droge,
a konkretnie taka, na ktorej czas przejazdu poprzedniego dnia byl mniejszy:

1, gdy az < (1 — x)
fBr(z) = ¢ b, gdy ax = 3(1 — x)
0, gdy ax > 3(1 — z),
co latwo przeliczy¢ na:
1, gdy x < b
fBR(x) = b, gdy r=2>b
0, gdy = > b.
W rezultacie, jedynymi stabilnymi dtugoterminowymi trajektoriami sa
(...,0,1,0,1,0,...), opisujace ciagi wydarzen w ktérych na przemian wszyscy
mieszkancy Pogladowa jada pierwsza droga i wszyscy mieszkancy Pogladowa jada
druga droga. Oczywiscie, jest to zachowanie kompletnie nieefektywne, ale tez
nierealistyczne: mozna przypuszczad, ze w rzeczywistosci co najmniej cze$¢ z nich
zauwazytaby taki schemat i prébowala sie z niego wyltamac.
Nieco bardziej skomplikowanym algorytmem uczenia sie jest Follow-the-Leader
(FTL). Bierze on pod uwage nie tylko to, co sie dzialo w ostatniej iteracji gry
(czyli poprzedniego dnia), ale tez w calej historii rozgrywania gry. Kazdy gracz
(n + 1)-wszego dnia wybiera swoja droge pierwsza z prawdopodobienstwem x;, 41,
a druga z prawdopodobiefistwem (1 — x,,41), gdzie x,41 jest wybrany w taki
sposob, ze wartos¢ oczekiwana czasu podrozy z tak wybranej strategii mieszanej
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stosowanej do dni 0,1,...,n jest jak najmniejsza. Oczywiscie, w rezultacie z,11
populacji Pogladowa podrézuje (n 4 1)-wszego dnia pierwsza droga.

Méwimy, ze taka dynamika minimalizuje ,zal” (regret) z wyboru danej strategii
w czasie catej historii gry, czyli wyrazenie
> jenlc1(@;) - Tpg1 + c2(z;) - (1 — 2p41)]. Dla naszych funkeji kosztu mamy:

Tpy1 = argmingeo,1) Z [owcj x+ (1l —z)-(1— x)}
Jj<n

Co ciekawe faktycznie funkcja frrr(x,) = xn41 jest dobrze zdefiniowana, mimo,
ze formalnie wzor na x,41 zawiera wezesniejsze wyrazy ciagu (mechanizm za tym
stojacy przesledzimy na przykladzie kolejnego uogélnienia algorytmu uczenia sig).
Jednak niestety dynamika generowana przez FTL jest niemal réwnie nieciekawa
jak w wypadku dynamiki najlepszej odpowiedzi. Jedyne stabilne ,,przysztosci”
prognozowane przez dynamike, to nadal takie, w ktorych wszyscy kierowcy
codziennie jezdza ta sama droga — tym razem nie ta, ktéra byla korzystniejsza
poprzedniego dnia, ale taka, ktora byla srednio korzystniejsza w ciagu wszystkich
poprzednich dni. Zmienia si¢ jedynie regularnosé oscylacji pomiedzy drogami:
niekoniecznie do ,,przeskokéw” z jednej drogi na druga dochodzi kazdego dnia.

Na szczesScie, te najprostsze algorytmy uczenia sie da sie uogélni¢ do bardziej
realistycznej i interesujacej postaci.

Algorytm FTRL i dynamika dla Pogladowa

Algorytm uczenia sie znany jako Follow-the-Regularized-Leader (FTRL) opiera
sie na znanym z psychologii (np.[Yan]) spostrzezeniu, ze ludzie nie zmieniaja
swojego zachowania w procesie uczenia si¢ gwaltownie, pod wplywem
pojedynczej nowej informacji, lecz stopniowo: poprzez kompromis miedzy
pierwotnym podejiciem, a lepszym rozwiagzaniem, o ktérym sie dowiaduja. Takie
podejscie sprawdza sie réwniez, gdy algorytm uczenia sie chcemy zastosowaé do
wyznaczenia optymalnego rozwiazania jakiegos problemu: brak nagtych
przeskokéw w kierunku lokalnych ekstreméw potencjatu czesto utatwia
osiagniecie globalnych ekstreméw efektywnosci.

Poprawe konstrukeji w algorytmie uzyskujemy przez dodanie do
minimalizowanego wyrazenia ,zalu” dodatkowego sktadnika — tak zwanego
reqularyzatora, ktory wyraza preferencje przyjmowane przez grupe graczy

»a priori”, gdyby nie zachodzil proces uczenia si¢ i jednoczesnie zniecheca do
szybkiego przyjmowania rozwigzan skrajnych. Formalnie, bedziemy sie opierac¢
na nastepujacej optymalizacji:

(1) Tn41 = argmingeo 1€ Z (cr(z)) -z + calzj) - (1 — ) + ()],

Jjsn

gdzie r : (0,1) — R pelni funkcje wspomnianego regularyzatora. Bardzo istotny
jest tez wspdélezynnik € € [0, 00), ktéry mierzy predko$é uczenia sie: dla

€ = 0 gracze w ogodle sie nie ucza, a o wybranej strategii decyduje jedynie
minimalizacja regularyzatora. Z kolei im wieksza wartos¢ e, tym wigksze
znaczenie dla wyboru strategii ma jej aktualizacja o informacje z historii gry.
Mozna powiedzie¢, ze pierwsza czesé¢ optymalizowanego wyrazenia odpowiada za
adaptacje graczy do warunkéw $wiata, druga — zacheca do eksploracji réznych
mozliwosci.

Jakie zalozenia musi spelniaé¢ regularyzator? Okazuje sie, ze wcale nie az takie
silne. Wystarczy nam, zeby byl symetryczny (tj. (1 — z) = r(z)), wypukly
(r"(x) > 0) oraz ,stromy” (lim,_,;- r'(z) = oo lub réwnowaznie

lim,_,o+ r'(z) = —c0). Pierwsze zalozenie wynika z faktu, ze nie chcemy

by ,a priori” ktéres rozwiagzanie bylo preferowane przez regularyzator, drugie
gwarantuje, ze sam regularyzator mozna zminimalizowaé, a trzecie pozwala nam
zagwarantowaé, ze maksimum bedzie sie znajdowa¢ odpowiednio daleko od
koncow przedziatu, co pozwoli uniknaé trywializowania dynamiki, z ktérym
spotkaliSsmy sie w przypadku dwdch poprzednio analizowanych algorytméw.
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Algorytm FTRL uzywajacy tego
regularyzatora znany jest tez pod nazwg
Multiplicative Weight Update (MWU).

Sg to warunki réwnowazne na minimum
ze wzgledu na postaé regularyzatora
i funkcji kosztu.

Wynika to z faktu, ze a jest
proporcjonalne do e.

Najbardziej powszechnie wykorzystywanym regularyzatorem spelniajacym te
warunki jest entropia Shannona rozkladu prawdopodobienistwa (z,1 — ), czyli:

rsp(z) = zlogx + (1 — z)log(l — x).

Zalozenia regularyzatora spelniaja generalnie entropie Arimoto, czyli funkcje
postaci r(z) = —n(z) — n(1 — z), gdzie n jest funkcja wklesta taka, ze

lim, g+ 7' () = +o00. Innym przykladem regularyzatora jest pochodzaca

od entropii Renyi’ego funkcja

TRe = log(z? + (1 - 2)7);¢ € (0, 1).

qg—1
Fakt, ze algorytm FTRL w ogdle generuje dynamike moze by¢ zaskakujacy, gdyz
wzér (1) wskazuje, ze x,4+1 zalezy nie tylko od x,, ale tez od wezeéniejszych
wyrazéw ciagu (r,)22 . Jednakze, gdy zapiszemy wzor (1) z podstawieniem
funkcji kosztu:

Tn41 = argminge (o1 e - Z (azj -z 4+ B —z;) - (1—x)) +r(z)],

Jjsn

to mozemy zauwazy¢, ze prawdziwe tez jest

Tp = argminge(o,1) [5 . Z (ozxj x4+ 001 —z;)-(1— 3:)) + T(a:)]
Jjsn—1
Mozemy obliczy¢ i przyrownaé do zera pochodne wyrazen minimalizowanych
po prawych stronach tych réwnoéci, uzyskujac odpowiednio:

' (Tpi1) = —¢€- Z (ax; — B(1 — zy))

Jjsn

' (z,) = —€- Z (az; — B(1 — z;)).

Jjsn—1

7 powyzszych réwnan otrzymujemy natychmiast:

T/(xn+1) = T/(In) —€ ((a + 6)$n - 6)

W ten sposéb uzyskaliSmy zalezno$é, w ktorej nie wystepuja juz zadne wyrazy
ciagu decyzji mieszkancéow Pogladowa poza 41 i z,. Dla wygody, podstawiamy
U =—r(z), b= aLJrB ia=e(a+ ), otrzymujac funkcje generujaca interesujacy
nas uktad dynamiczny:

(2) fa,b(x) = \I]_l(qj(x) + a(‘r - b))v

gdzie b jest punktem réwnowagi, a a — parametrem predkosci uczenia sie. Warto
zauwazy¢, ze choé funkcja f,p jest formalnie okreslona tylko na przedziale (0,1)
(co wynika z definicji (1)), to mozna ja przedluzyé w sposéb ciagly na przedzial
[0, 1] definiujac fq(0) =01 fo (1) = 1. Dzigki temu mozemy wykorzystaé
szeroki zakres twierdzen o ukladach dynamicznych, ktérych przestrzenia fazowa
jest domkniety przedzial.

Jak sie ucza pogladowianie?
Skoro zdefiniowaliSmy juz dynamike uczenia sie dla Pogladowa, czas zbadaé, do

czego ona prowadzi. Przede wszystkim powstaje pytanie, czy na dtuzsza mete
pogladowianie osiagna stan rownowagi b?

Pierwszym krokiem w badaniu ukladu dynamicznego jest znalezienie jego
punktéw stacjonarnych, czyli rozwiazanie réwnania f, 5(x) = x. Oczywiscie,
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Rys. 2. Typowy wykres funkcji fq 5. fa,p jest zawsze
odwzorowaniem bimodalnym, co oznacza, ze posiada dwa

0 i1 spelniaja to réwnanie, jednak, ze wzgledu na interpretacje naszego uktadu,
interesujace sa tylko punkty stale wewnatrz przedzialu (0, 1). Ze wzgledu na
monotoniczno$é funkeji ¥(z) (wynikajaca z wypuklodci r), tatwo obliczamy:

=V (U(z)+a(z—b)=alxr—b)=0=z=0.

Zatem jedynym interesujacym punktem stacjonarnym dynamiki jest réwnowaga
wstatycznej” wersji naszej gry, czyli b. Latwo zauwazy¢, ze f(x) > x dlaxz <b
if(z) <xzdlaxz>b.

Mozemy stad wnioskowac, ze jesli ruch na drogach

w Pogladowie ma si¢ dltugoterminowo ustabilizowaé, to
jedyna mozliwoécia na trwala proporcje miedzy
uzytkowaniem obu tras jest réwnowaga b. Gdyby tak
faktycznie bylo, nasza gra transportowa moglaby osiggnaé
réwnowage bez zalozenia o superracjonalnosci
pogladowian — opierajac si¢ wytacznie na ich zdolnosci do
uczenia sie. I to wlasnie jest podstawowe zastosowanie
algorytmu FTRL: doprowadzanie skomplikowanych
proceséw do stanu rownowagi bez zewnetrznej ingerencji,
dzigki regularyzatorowi zapewniajacemu Sciagganie

w kierunku rownowagi. Algorytm FTRL cieszy sie juz
zastuzona stawg dzieki efektownym zastosowaniom

w zagadnieniach informatycznych opartych o machine
learning. Najwiekszy rozglos uzyskal, gdy firma Google
ujawnila, ze stosuje algorytmy oparte o FTRL

ekstrema w przedziale (0,1). Dynamika takich odwzorowain w przewidywaniu efektywnosci reklam na stronach
jest zdecydowanie stabiej zbadana niz dynamika odwzorowan internetowych ([McM]). Innym, mniej spektakularnym

unimodalnych (czyli o jednym ekstremum, takich jak
np. f(z) = 4z(1 — z)).

Okazuje sie, ze jesli ¥/ (z) < 0 dla

z € (0,1) (co jest spelnione np. przez
regularyzator pochodzacy od entropii
Shannona) to warunek a € (O, —2\1//(b))
jest rowniez warunkiem globalnej
zbieznosci do stanu réwnowagi.

finansowo, ale nie mniej imponujacym przykladem jego
skutecznosci bylo uzycie go do stworzenia

programu grajacego w Stratego (niezwykle zlozona — znacznie bardziej niz
szachy, czy go — klasyczna gre planszows z niepelna informacja) na poziomie
poréwnywalnym do ludzkich mistrzéw gry ([Per]). Jednakze, z matematycznego
punktu widzenia, na reputacje algorytmu FTRL cien rzucal fakt, ze nie zostat
dobrze zbadany zakres jego stosowalnosci. W szczegdlnosci, nie istnial dowdd, ze
FTRL zawsze powoduje zbiezno$é¢ do zachowania rownowagi lub przynajmniej
innych prostych zachowan (np. okresowych). Z drugiej strony, nie byt znany
przyklad gry, dla ktorej algorytm FTRL prowadzilby do dlugoterminowo
skomplikowanej, niezbieznej dynamiki. Te sytuacje zmienily prace [FTRL1]

i [FTRL2], ktérych gléwne wyniki zaprezentuje ponize;j.

Aby punkt rownowagi mogl ,przyciagnac¢” do siebie cala dynamike, niezaleznie
od stanu poczatkowego, musi by¢ lokalnie asymptotycznie stabilny, czyli musi
przyciagaé¢ przynajmniej najblizsze swoje otoczenie. Z twierdzenia o linearyzacji
dla uktadéw dynamicznych, warunkiem takiego przyciagania przez punkt b

bytoby

f(’l_’b(b)’ < 1. Tymczasem obliczenia wskazuja, ze

fopl@) = (TN (¥(2) + alz — b)) - (¥'(z) +a),

czyli
(3) Fy) = (T (W) - (W(0) +a) = LA

0

Zatem warunek asymptotycznej stabilnosci stanu rownowagi jest rownowazny
nieréwnosci:
|W'(b) + a| < —0'(b).

Ostatecznie, b jest przyciagajacym punktem stalym naszej dynamiki tylko dla
odpowiednio matych a: konkretnie, gdy a € (0, —290’(b)). Dla a > —2%'(b),

b staje sie punktem odpychajacym dynamiki i réwnowaga nigdy nie zaistnieje na
drogach Pogladowa. Mozna powiedzieé, ze zbiezno$¢ do rownowagi mozemy
uzyskaé tylko jesli pogladowianie ucza sie (a precyzyjniej: aktualizuja nowymi
informacjami swéj proces podejmowania decyzji) wystarczajaco wolno.
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Rys. 3. Wykresy obok prezentuja
zmiany zachowania typowych
trajektorii dynamiki (2) przy
regularyzatorze

rsp(z) =zlogz + (1 — z)log(l — x)

i réwnowadze b = 0.7 oraz parametrach
uczenia si¢ a réwnych odpowiednio

(od géry) 7, 10.2, 13.2 1 15.

W szczegdlnosei, (2) przyjmuje wtedy
postaé

fab( )

x4+ (1 —z)expla(z — 0,7)]

W lewej kolumnie znajduja sie
odpowiednie wykresy funkcji fq5(x)
wraz z wykresem pajeczynowym,
ilustrujacym obliczanie kolejnych
wyrazow ciggu decyzji pogladowian,
a w prawej wykresy typowych
trajektorii tej dynamiki. Dla a =7
mamy zbiezno$é do réwnowagi b.
Wozrost parametru a powoduje
zbieznosé do trajektorii o okresie 2

(a = 10.2), trajektorii o okresie 4

(a = 13.2) i wreszcie przejécie do
skomplikowanego, potencjalnie
chaotycznego atraktora dla a = 15.
Jednakze, $rednia warto$é tych
trajektorii wynosi doktadnie b
(zaznaczone przerywang linia w prawej
kolumnie). Jako punkt startowy
wybrane jest zg = 0.2, jednak
dlugoterminowe zachowanie typowych
trajektorii nie zalezy od tego wyboru.

7 drugiej strony, pewna wlasno$é¢ ,statystyczna” naszej dynamiki wydaje sie
wskazywaé, ze nawet jesli nie zawsze uzyskamy formalna zbiezno$é do réwnowagi,
mozemy liczyé na zbieznosé ,Srednia” czyli na to, ze $rednia wartosé kazdej
trajektorii dynamiki FTRL zbiega do b, co z kolei sugeruje, ze dynamika nie
moze by¢ zanadto skomplikowana.

Definicja 2. (Przyciaganie w sensie Cesaro) Dia odwzorowania f : [0,1] — [0, 1]
punkt p jest przyciagajacy w sensie Cesaro, jesli istnieje otoczenie U tego punktu
takie, Ze dla kazdego x € U zachodzi

JLH;O;ZJ‘" -

Twierdzenie 1. (Przycigganie Cesaro) Dia a > 0, b € (0,1) i dla kazdego
xo € (0,1) zachodzi:

lim — E fawa
n—oo n

1.0
Tn

08

l”ll

L

’ =..'u"l’ﬂ"] W il

il

"'ivill il "Nl‘[l’l ‘i’i'hi!l‘ll .
M' wl,l" A ,hnf i : 11 b
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Jednakze, badanie numeryczne konkretnych przypadkéw (przedstawione na
Rysunku 3) wskazuje na calkiem inna sytuacje: dla stosunkowo malych wartosci
parametru uczenia sie a, typowe trajektorie zbiegaja do rownowagi, dla nieco
wiekszych — do rozwiazan 2-okresowych, a nastepnie 4-okresowych, az dla duzych
warto$ci zaczynaja pozornie losowo bladzié¢ po odcinku (0, 1), nie zbiegajac do
zadnych rozwiazan okresowych (a przynajmniej — nie zbiegajac szybko).

Chaos w Pogladowie?

Zmiana zbioru przyciagajacego dynamike wraz ze zmiana parametru (w tym
przypadku a) polegajaca na ciaglym podwajaniu okresu trajektorii
przyciagajacej (tak zwana ,kaskada podwojenia okresu”) nie jest w teorii
uktadéw dynamicznych odcinka niczym nowym. Najbardziej kanonicznym
przykladem takego efektu jest ewolucja atraktora przy zwiekszeniu parametru r
w dynamice zadanej réwnaniem logistycznym f(z) = ra(1 —z) (np. [Fei]). W tym
klasycznym przykladzie, kaskada podwojenia okresu prowadzi do skomplikowanej
wlasnosci dynamiki znanej pod nazwa chaosu deterministycznego.

1.0

0.8-

0.6

x —

0.4

0.2-

0 0+——7F———7T 7T T T T T T T T T T T

24 26 28 3.0 3%2 34 36 38 4.0

Rys. 4. Tak zwany diagram bifurkacyjny przedstawiajacy zmiany zbioru przyciagajacego dynamiki dla f(z) = rz(1 — z)
(zrédo wykresu: Wikipedia). Dla kazdej warto$ci parametru r na wykresie zaznaczony jest globalny atraktor, czyli zbiér
do ktérego zmierzaja typowe trajektorie uktadu. Widaé, ze dla stosunkowo malych r (np. mniejszych od 3, w zbiorze (0, 1)
istnieje jeden punkt przyciagajacy trajektorie. Dla kolejnego zakresu parametréw (nieco powyzej 3) mamy dwa takie
punkty (a dokladniej: przyciagajaca trajektorie 2-okresows). Nadal zwigkszajac parametry, obserwujemy ,kaskade
podwojenia okresu” — moc zbioru przyciagajacego si¢ podwaja w odstepach, o ktérych decyduje tzw. stata Feigenbauma.
Wreszcie dla wystarczajaco duzych parametréw (w okolicy 3.6 i wigkszych) zbiezno$é do orbit okresowych przechodzi
w niestabilno$é typowych trajektorii, ktére zaczynaja ,bladzi¢” po coraz wigkszych czeéciach przestrzeni fazowe;.
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Rys. 5. Diagram bifurkacyjny dla przykiladu dynamiki Pogladowa, z danymi jak na Rysunku 3, sugeruje powstawanie chaosu jako
nastepstwo kaskady podwojen okreséw.

Wspolcezesdni specjaliSci od teorii chaosu przedstawiaja wiele jego silnie
roztacznych definicji, ale sa zgodni co do tego, ze chaotyczna dynamika powinna
taczy¢ ze sobg istnienie odpowiednio nieregularnych trajektorii oraz pewnej
struktury, ktéra mimo wszystko wylania si¢ z tej nieregularnosci. W dalszej
czesci artykulu, méwiac o chaosie bede sie odnosi¢ do definicji chaosu Li-Yorke’a:

Definicja 3 (Chaos w sensie Li-Yorke’a). Niech f: X — X generuje uklad
dynamiczny, a (z,y) € X x X. Mowimy, Ze (x,y) jest para Li-Yorke’a, jezeli

l%lni%)réf dist(f™(x), f"(y)) =0, li?Hsolip dist(f"(x), f"(y)) > 0.

Uktad dynamiczny zadany przez [ jest chaotyczny w sensie Li-Yorke’a, jesli
istnieje nieprzeliczalny zbiér S C X (scrambled set) taki, Ze kazda para
(x,y) € S? taka, e x # y jest parq Li-Yorke’a.

Definicja Li-Yorke’a wychwytuje podstawowa wlasnosé skomplikowanych
dynamik zawarta we wszystkich istotnych definicjach chaosu: tak zwana
tranzytywnosé, czyli ,mieszanie” punktéw calego zbioru, oznaczajace, ze dalekie
punkty moga sie do siebie dowolnie zbliza¢ i jednoczesnie dowolnie bliskie punkty
moga sie od siebie istotnie oddali¢. W szczegodlnosci, mamy zagwarantowana silna
zalezno$é od warunkéw poczatkowych (najbardziej popularny chyba atrybut
chaosu znany powszechnie jako efekt motyla), ktéra oznacza, ze dowolnie mate
zaburzenie punktu startowego trajektorii moze spowodowaé¢ duza réznice w jej
przebiegu po przedziale [0, 1[.

Dla dynamiki (2), Rysunek 3 przedstawia pojawianie sie nieregularnosci

w dlugoterminowych trajektoriach okresowych, a Twierdzenie 1 (o przyciaganiu
w sensie Cesaro) swiadczy o tym, ze mimo to istnieje w tej dynamice pewna
struktura. Pokazemy, ze jesli pogladowianie ucza si¢ wystarczajaco szybko

(a dokladniej: wystarczajaco gwaltownie dostosowuja swoje strategie do
zdobywanych informacji), to dynamika zmian ich decyzji (2) staje sie chaotyczna
w sensie Li-Yorke’a. Przy okazji, pokazemy ciekawy element struktury ukrytej

w chaosie zwiazany z trajektoriami okresowymi.

Twierdzenie 2. Dia kazdego b # % istnieje ag takie, zZe dla kazdego a > ag

i kazdego reqularyzatora r spelniajgcego wezesniej przedstawione zatozenia, uklad
dynamiczny zadany na [0,1] przez (2) jest chaotyczny w sensie Li-Yorke’a

i posiada trajektorie okresowe o dowolnym naturalnym okresie.

Dowdéd chaotycznosci oparty jest o pickna klasyczna idee, ktérej sednem jest
zdumiewajaca struktura liczbowa zwiazana z trajektoriami okresowymi i zwiazek
pomiedzy ta struktura a chaotycznoscia dynamiki.
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Definicja 4. Porzadek Szarkowskiego to porzqdek liniowy zdefiniowany na
liczbach naturalnych w taki sposob, ze jako najmmniejsze sq traktowane wszystkie
liczby niepatrzyste (ustawione rosngco tak jak w zwyczajnym” uporzqedkowaniu
liczb naturalnych), nastepnie wszystkie liczby nieparzste pomnozone przez kolejne
potegi dwdjki (réwniez w tej samej kolejnodci), a jako najwicksze traktujemy same
potegi dwdjki, ustawione w kolejnosci odwrotnej do ,zwyczajnej” :
3<HCT<...<2:3<2:5<2:7T<...<

<. <4-3<4-5<4T< <l <d4<2<].

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Szarkowskiego). ([Shar]) Jesli odwzorowanie
ciggle f :[0,1] — [0, 1] generuje uklad dynamiczny, ktéry ma trajektorie o okresie
m i m <n w porzgdku Szarkowskiego, to ten uklad dynamiczny ma trajektorie

o okresie n.

W szczegblnodci, z twierdzenia Szarkowskiego wynika, ze jesli istnieje trajektoria
o okresie 3, to istnieja tez trajektorie o wszystkich innych okresach. Okazuje sie,
ze to wystarcza do zaistnienia chaosu w sensie Li-Yorke’a.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie Li-Yorke’a). ([LY]) Istnienie trajektorii o okresie 8
dla odwzorowania cigglego f :10,1] — [0,1] oznacza chaotycznosé dynamiki
w sensie Li-Yorke’a.

By udowodnié, ze dla duzych a dynamika (2) jest chaotyczna, potrzebujemy
jeszcze nastepujacego lematu:

Lemat 5. ([LMGY]) Jesli dla odwzorowania cigglego f :[0,1] — [0, 1] istnieje
punkt x taki, Ze dla pewnego nieparzystego n > 1, f™(x) <z < f(z), to f ma
orbite o okresie 3.

Dowéd Twierdzenia 2. Na podstawie powyzeszego lematu, wystarczy
wykazaé, ze dla odpowiednio duzych a istnieje xq taki, ze

f2y(@0) < @0 < fap(xo). Ustalmy a > 0, b,z € (0,1) i zdefiniujmy

Ty, = fg’b(:vo). Prosta indukcja mozemy udowodnié, ze:

i
L

Tn = fap(Tn-1) =0 (U(zo) +a( Y (zx —D)))

b
i

Z definicji, odzworowanie U1 jest malejace, zatem f, ;(z) > = wtedy i tylko
wtedy, gdy o < b, a nieréwnosé f3(z) < x jest réwnowazna nieréwnosci
z+ fap(@) + f2,(x) > 3b.

Bez utraty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze b < %, czyli 3b — 1 < b. Wybieramy
zatem xg € (3b— 1,b). Z zalozen o postaci regularyzatora mamy

lim ¥(z)= lim —r'(z) = —o0

r—1+ ( ) r—1t ( ) ’

wiec

lim f,5(z0) = lim U1 (U(2g) + a(zo — b)) = 1.
Dodatkowo 3b — x¢ < 1, wiec dla duzych a zachodzi f, p(x0) > 3b — x¢, czyli
20 + fap(zo) > 3b a wiec tym bardziej 2o + fap(x0) + f2, () > 3.

Zatem dla odpowiednio duzych a istnieje xg takie, ze f2,(z0) < zo < fan(%0).
Stad tez, na podstawie Lematu 5, istnieje trajektoria okresowa o okresie 3, co na
podstawie twierdzen Szarkowskiego i Li-Yorke’a pociaga za soba istnienie
trajektorii okresowych o wszystkich okresach naturalnych dodatnich oraz
chaotycznosé dynamiki (2) (o ile b # ). Q.E.D.
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Whioski i podsumowania

Teoria gier jest do$¢ mloda dziedzing matematyki, ale jej zastosowania juz
wywarty wielki wpltyw, zwlaszcza na biologie i nauki spoteczne. Na przyktadzie
prostego problemu transportowego mieliSmy okazje przyjrzeé¢ sie nowemu
podejsciu do klasycznej teorii gier i zobaczy¢ jak algorytmiczna teoria gier bada
procesy uczenia sig graczy. Z samej gry mieszkancéw Pogladowa trudno
wyciagnac jakiekolwiek wiazace wnioski dla sytuacji zachodzacych w $wiecie
rzeczywistym, gdyz zaréwno funkcje kosztow jak i sama przestrzen mozliwych
wyboréw byly bardzo uproszczone. Jednakze rezultaty, ktore zostaly osiagniete
dla tak pozornie nieskomplikowanej sytuacji, maja dosé donioste znaczenie.

Niestabilnosé, brak zbieznosci do stanu réwnowagi i chaotycznosé uczenia sie by¢
moze nie stawiaja pod znakiem zapytania obecnego w teorii gier i, bardziej
ogdlnie, w matematycznym modelowaniu zagadnien spotecznych oraz

w algorytmach machine learning paradygmatu poszukiwania rownowag

i uzywania ich jako rozwiazan oczekiwanych w danej sytuacji. Jednakze, skoro
istnieja relatywnie proste kontrprzyktady kwestionujace samorzutna zbieznosé
uktadéw dynamicznych powstalych na bazie gier, nalezy powaznie sie zastanowié¢
nad zakresem stosowalnosci klasycznego podejécia. Czy wyniki przedstawione
powyzej sa pewna osobliwoscia, wlasciwa tylko stosunkowo malej klasie gier

i generowanych przez nie dynamik, czy tez niestabilnos¢ réwnowag jest
problemem, nad ktérym nalezy si¢ pochyli¢ przy analizowaniu dowolnej gry? Jak
czujni musza by¢ tworcy algorytméw machine learning, by uniknaé protokotow,
ktére nie gwarantuja zbieznosci do optymalnych rozwigzan? Czy przypadkiem

to nie nagty, silny bodziec zachecajacy do szybkiego dostosowania sie do nowych
informacji jest przynajmniej czesciowym wyjasnieniem gwaltownych

i nieprzewidywalnych reakcji rynkow na zewnetrzne impulsy, takich jak, np.
kryzysy finansowe? Na te pytania (i na wiele innych) odpowiedzi moga
dostarczy¢ tylko dalsze badania algorytmicznej teorii gier.
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