Geometria rzutowa jako panaceum
Marek KORDOS*, Warszawa

nie myli¢ z pacaneum Lekarki Wiejskiej
Artur Cayley glosil, ze geometria rzutowa to cata geometria. Wypada dodaé
i jeszcze wiele wiecej. Oto kilka przykladow, w tym zwlaszcza dwa, ktére chee
nieco szerzej przedstawi¢ na LIV Szkole Matematyki Pogladowej.

Taki problem

Na kazdej karcie umieszczamy trzy kolory, przy czym kazde dwie karty maja
doktadnie jeden kolor wspélny.

ITle co najmniej jest kart i ile koloréw, jesli kazdy kolor wystepuje tyle samo razy?

Oczywiscie, jest trywialne rozwiazanie: jedna karta, trzy kolory. Ale jakie sa
inne? Zaczynamy od dwéch kartek @00 0@

Ze wzgledu na zielen musza by¢ jeszcze ©@®  oraz , co zwiekszylo liczbe
koloréw do siedmiu i kartek do czterech.

Ale ze wzgledu na braz musimy dorzuci¢ jeszcze ®@®® oraz ® @,
Z kolei pokrzywdzona jest np. czerwien, wiec dorzucamy @@
Okazuje sie, ze juz nikt nie jest pokrzywdzony!

Otrzymalismy siedmiokartowe DOGBLE.

Bo DOdBLE to zabawa kartami, ktére rozwiazuja postawiony wyzej problem dla
jakiego$ m, przy czym zamiast kolorow sa obrazki. W handlu sa francuskie
zestawy, ktére moglyby zawieraé 57 kart — to dla starszych — i (wersja Kids, dla
mlodszych) 31 kart. Ale zawieraja kart mniej, aby nie wszystkie karty byty
réwnoprawne (co pozwala na efekty typu Czarny Piotru$). Podobno takie
zestawy kart zostaly opracowane przez zespoly badawcze postugujace sie
(zapewne tajna) teorig kodowania.

Jedli jednak kto$ nie zna tej wspanialej metody, moze postapié np. tak.
Zapisujemy to, co otrzymali$my, w tabelce.
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symetryczna, nie ma wiec powodu, by inaczej nazywaé jej wiersze niz kolumny.

otrzymujemy tabelke
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*Wydzial Matematyki, Informatyki Podobienstwo tabelki do tabliczki mnozenia nasuwa od razu pomyst, by postuzy¢
i Mechaniki UW, kordos@mimuw.edu.pl sig rachunkami. I rzeczywiscie prowadzi to do interesujacych zaleznosci.
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Pigkny i gteboki artykul o skonczonej
geometrii rzutowej napisany z racji
DOEBLE autorstwa Mariusza Skaltby

znalezé mozna w Delcie 4/2014.

To ta sama tabelka, tylko inaczej ponazywana;

001| 010| 100| O11| 101 | 110| 111
001 X X X
010 | X X X
100 | X X X
011 X X X
101 X X X
110 X X X
111 X X X

widzimy, ze (méwiac jezykiem DOGBLE’a) obrazek lezy na kartce, czyli kolory
incyduja, gdy ich iloczyn skalarny modulo 2 znika.

7 tego, co pamigtamy o iloczynie skalarnym i wektorowym, wynika, ze dwie
kartki maja wspélny obrazek bedacy ich iloczynem wektorowym modulo 2.

I tak, trafilidmy do geometrii rzutowej, cho¢ pewnie nie wszyscy to zauwazyli.
Pora wiec na nia.

Jak ona wyglada?

Swego czasu pewna Dama poprosita mnie, abym opowiedzial jej, jak wyglada
plaszczyzna rzutowa, bowiem z bliska wyglada jak zwykta ptaszczyzna ...

Oto moja opowiesc.

Ptlaszczyzne rzutowg mozna sobie wyobrazaé¢ np. na jeden z ponizszych
sposobéw.

Sposéb fizyczny. Na niewazkiej sztywnej (zwyklej, szkolnej) plaszczyznie
obieramy trzy punkty nielezace na jednej prostej. Kazdy z nich wyposazamy

w cigzar lub wypdr (wypdr to tez ciezar, tylko ujemny — to on utrzymuje statki
na powierzchni wody i unosi balony). Wéwczas istnieje dokladnie jeden punkt,
w ktérym mozna podeprzeé te plaszczyzne, aby nie zmieniala potozenia — ten
punkt to srodek ciezkosci tak obciazonej ptaszczyzny. Mozna sprawdzi¢, ze kazdy
punkt ptaszczyzny jest — przy pewnym obciazeniu — jej Srodkiem ciezkodci.

Ale pewne obciazenia nie maja $rodka ciezkosci na (zwyklej) plaszezyZnie:

np. obciazenie, odpowiednio ciezarem 1, wyporem 1 i ciezarem/wyporem 0
(czasami fizycy nazywaja to para sil). Jesli do plaszczyzny dolaczymy (idealne)
punkty pelniace role srodkéw ciezkosci dla takich obciazen, to otrzymana
wzbogacona plaszczyzna bedzie plaszczyzng rzutows.

Sposéb malarski. Patrzac na realne proste réwnolegte (np. szyny prostego toru
kolejowego), mamy wrazenie, ze na horyzoncie spotykaja sie. To spostrzezenie
stalo sie podstawa odkrytej przez malarzy Odrodzenia metody przedstawiania
przestrzeni na plaszezyznie obrazu zwanej perspektywq zbiezng. Jesli do (zwyklej)
plaszczyzny dolaczymy wszystkie punkty horyzontu i jeszcze uznamy horyzont
za prosta (pewnie taki by byl, gdyby Ziemia byla plaska, a nie kulista),
otrzymamy plaszczyzne rzutowa.

Sposéb algebraiczny. Jesli proporcjonalne tréjki liczb (z wylaczeniem tréjki
zer) bedziemy utozsamiali, to mozemy jeden egzemplarz ich zbioru uznaé

za, zbiér punktéw, a drugi egzemplarz za zbiér prostych. Te dwa zbiory beda
plaszczyzna rzutowa, jesli uméwimy sie, ze punkt [z1, @2, 23]~ lezy na prostej
[y1, y2, y3]~ wtedy i tylko wtedy, gdy 21 - y1 + 22 - y2 + 23 - y3 = 0.

Sposéb astronomiczny. Najkrétsze linie na sferze (czyli powierzchni kuli)

to okregi wielkie. Uznajac je za proste, otrzymamy plaszczyzne sferyczng — byla
ona badana przez astronomoéw juz w zamierzchlej Starozytnosci jako sfera
niebieska. Utozsamienie na plaszczyznie sferycznej punktéw antypodycznych
(czyli lezacych na konicach tej samej Srednicy sfery) czyni z niej plaszczyzne
rzutowa.
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Gdy korzystamy z ciala
siedmioelementowego na kazdej kartce jest
osiem obrazkow, gdy

z pigcioelementowego — szesé.

Dlatego za rzqd n plaszczyzny rzutowej
uwazamy liczbe o jeden mniejsza od liczby
punktéw na prostej, a wiec liczby koloréw
w zadaniu podanym na poczatku:

n=m — 1.

Zapisalem to rozwigzanie tak jak Euler —
stad nazwa kwadraty lacinsko-greckie.

Sposéb topologiczny. Zaréwno kolo, jak wstega Mdbiusa maja brzeg bedacy
jedna krzywa zamknieta. Gdy jest to ta sama krzywa, to tak polaczone tworza
plaszczyzne rzutows.

Sposéb aksjomatyczny. Plaszczyzna rzutowa jest kazdy obiekt zlozony
z punktéw i prostych spelniajacych nastepujace trzy aksjomaty:

A1 Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.

A2 Kazde dwie rézne proste maja doktadnie jeden wspdélny punkt.

A3 Istnieje czworokat.

Wspomniana Dama byla zadowolona z mojej opowiesci do tego stopnia, ze nawet
nie wypomniata mi, iz sposéb algebraiczny opisuje znacznie mniej obiektéw niz
spos6b aksjomatyczny. Do naszych celéw wystarcza jednak tylko takie
plaszczyzny rzutowe, dla ktérych mozliwy jest opis algebraiczny, gdy liczby
wziete sa z pewnego skonczonego ciala.

Woweczas wszystko to, co powiedzieliémy na poczatku, a co jest plaszczyzna
rzutowq dla ciala dwuelementowego, mozna powtorzy¢ dla innego ciata — w
przytoczonych handlowych DOGBLE’ach jest to cialo siedmio-

i piecioelementowe.

Jakby tego bylo mato

Nawet sam Euler nie wiedzial, Ze rozpatrywany przez niego problem n oficeréw
réznych rang z n pultkéw tez do geometrii rzutowe;j trafi.

Zobaczmy to w eulerowskiej postaci, gdzie rangi sa oznaczane literami
lacifiskimi, a pulki greckimi. Chodzi o ustawienie tych n? oficeréw w kwadrat
tak, by ani pulk, ani ranga nie powtarzaly sie ani w wierszu, ani w kolumnie.
Oto rozwiazanie (nie jedyne) dla n = 5.
Aa|BB|Cy|Dd| Ee
By|Cé|De|Ea|AS
Ce |Da|EB|Avy|Bé
DB|Ev|Aé|Be|Ca
Ed|Ae|Ba|CB|Dy

Dla szesciu pultkéw i szeéciu rang nie jest to mozliwe! Ta hipoteza Eulera zostala
potwierdzona dopiero w 1900 roku (Tarry). Euler przypuszczal tez, ze nie jest to
mozliwe dla 4n 4 2 (bo dla 2 latwo sprawdzié, ze nie mozna). To przypuszczenie
jest niestuszne — niedobre sa tylko 2 i 6.

Matematycy przeprowadzili Grexit i zamiast jednego kwadratu
tacinsko-greckiego mowia o ortogonalnych kwadratach tacinskich,

Aa|BB[C~[Dé|Ee A[B|C|D[E a|lflv|d|e
By|Co|De|EalA3 = B|C|D|E[A v|0|e|a|B
Ce|Da|ES[A~|BS C|DIE|A|B gla|Blv|0
DA|Ey[Ad|Be|Ca D|E[A|B[C Blv]d]e |
Eé| Ae |Ba|CB|Dy E|A|B|C|D 0lelalBly

co dla analfabetéw i przeciwnikéw konfrontacji Rzymu z Bizancjum wyglada tak.

Kwadraty sa zatem ortogonalne, gdy po nalozeniu ich w zadnej kratce nie pojawi
sie taka sama para (pary, jak wiadomo, sa uporzadkowane).

Liczba parami ortogonalnych kwadratow tacinskich rzedu n nie moze
przekroczy¢ n — 1.
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Ale, podobnie jak nie wiadomo do konca (czyli jak wyglada warunek konieczny
i dostateczny), jakie skoniczone plaszczyzny rzutowe istnieja, tak nie wiadomo,
dla jakich n to maksimum jest osiagalne.

Dla n =5 to maksimum daje sie osiagnac.

No i znowu trafiliSmy do geometrii rzutowej,

bowiem z maksymalnego ukladu ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n
mozna zrobié¢ plaszczyzne rzutowa tego samego rzedu.

Punktami sg pary liczb ze zbioru {0, ..., n — 1} oraz n + 1 punktéw idealnych,
z ktérych n — 1 to nazwy kwadratéw ukladu (A, B,...) — pozostale oznaczmy
01 i 9.

Punkty idealne tworza prosta.

Prosta tworza tez punkty bedace indeksami kolumn w kwadracie rzedu n — do
kazdej z tych n prostych nalezy tez ooq.

Podobnie punkty bedace indeksami wierszy w kwadracie rzedu n tworza prosta —
do kazdej z nich nalezy tez cog.

Pozostale proste to nazwa kwadratu z ukladu i indeksy miejsc zajmowanych
przez kolejny kolor.

Te potwornag zawilo$é zobaczmy na przykladzie.
Oto maksymalny uklad ortogonalnych kwadratéw tacinskich dla n = 4,

A B C

a oto ptaszczyzna rzutowa, jaka ten uklad generuje

— najpierw regularne (diagonalne) proste:

@ (0,0), (1,1), (2,2), (3,3) @ (0,1), (1,0), (2,3), (3,2)
@ (0,2), (1,3), (2,0), (3,1) @ (0,3), (1,2), (2,1), (3,0)
@ (0,0), (1,3), (2,1), (3,2) B! (0.3), (1,0). (2,2), 3.1)
B (0,1), (1,2), (2,0), (3,3) ® (0,1), (1,2), (2,0), (3.3)
Q@ (0,0), (1,2), (2.3), (3.1) @ (0,2), (1,0), (2,1), (3,3)
©(0,3), (1,1), (2,0), (3,2) @ (0,1), (1,3), (2,2), (3,0)

Do opisania pozostalych dziewigciu prostych kolory w kwadratach nie sa juz
potrzebne.

To proste pierwszego rodzaju

oo1, (0,0), (1,0), (2,0), (3,0) oo1, (0,1), (1,1), (2,1), (3,1)
oo1, (0,2), (1,2), (2,2), (3,2) oo1, (0,3), (1,3), (2,3), (3,3)
drugiego rodzaju

002, (0,0), (0,1), (0,2), (0,3) 009, (1,0), (1,1), (1,2), (1,3)
o002, (2,0), (2,1), (2,2), (2,3) 002, (3,0), (3,1), (3,2), (3,3)

i prosta idealna A, B, C, 0oy, 00s.
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Poniewaz maksymalny uklad ortogonalnych kwadratow rzedu n zawiera ich
n — 1, wiec dla n = 2 skltada sie z jednego kwadratu.

O dziwo, i w tej sytuacji mozna z tego zrobié¢ plaszczyzne rzutows.

Oto jej proste
0,0), (1,1) @ (0,1), (1,0)
o1, (0,0), (1,0) oo, (0,1), (1,1)
(0,0), (0,1) ooz, (1,0), (1,1)

A7 01, OO2
I tak otrzymaliSmy to samo siedmiokartkowe DOGBLE, co na poczatku.

Zadanie dla Czytelnika: ustawi¢ te siedem kartek, opisanych dwoma
sposobami, w tym samym porzadku.

Warto tez przypomnieé, ze operacja odwrotna — od plaszczyzny rzutowej
do maksymalnego uktadu ortogonalnych kwadratéw tacinskich jest takze zawsze
realizowalna.

*x kX

Powstaje zagadka: Dlaczego matematycy sie tym zajmuja?

Odpowiedz jest oczywista — bo powstaja tu pytania, na ktére nie umieja
odpowiedziec.

Kluczowe z nich to pytanie, dla jakich rzedow tego rodzaju konstrukcje istnieja?

Dla kwadratu tacinskiego rzedu n mozna skonstruowaé kwadrat ortogonalny dla
wszystkich n réznych od 2 i 6. Ale nie wiemy, dla ktorych n istnieje maksymalny

uklad ortogonalnych kwadratéw lacinskich (réwnowaznie: plaszczyzna rzutowa,
DO4BLE itp.).

Wiemy, ze jest tak dla n = p*, gdzie p jest liczba pierwsza, bo tam daja sie uzyé
metody analityczne.

Ale wiemy tez, ze — poczynajac od n = 9 — istnieja inaczej zbudowane
plaszczyzny rzutowe (dla n = 9 nawet trzy).

Wiemy, ze nie ma zadnej plaszczyzny rzutowej dla n = 10.
Bodaj jedyne ogdlne twierdzenie wykluczajace jakies n glosi, ze

gdyby istniala plaszczyzna rzutowa rzedu n t n modulo 4 byloby réwne 1 lub 2,
to n byloby sumq kwadratow dwdoch liczb catkowitych,

ale to bardzo nieliczne wykluczenia.

Czyli niewiadome zaczyna sie od n = 12.
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