Jak pokazaé¢, ze coS ma elementarny dowdd,
nie pokazujgc elementarnego dowodu

Zaznaczmy, ze w tym miejscu trzeba byé
do$é ostroznym i aksjomaty ZFC
(Zermelo—Fraenkela) sformutowaé

w odpowiedni sposéb. Wzigcie dowolnej
podrecznikowej listy aksjomatéw

i mechaniczne wykreslenie spos$réd nich
aksjomatu nieskornczonosci moze daé
teori¢ patologicznie staba, ktora nie
dowodzi na przyktad, ze kazdy zbiér
ma domknigcie przechodnie. Szczegdly
pomijamy, zainteresowanych odsylajac
do artykutu [1].
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Zdarza sie, ze jakie§ wazne twierdzenie dotyczy ,,przyziemnych” obiektow,

np. liczb naturalnych albo skonczonych zbioréw, ale wszystkie znane jego dowody
odwoluja sie do zupelnie nieprzyziemnych pojeé¢ i metod. W takich sytuacjach
pada czasem pytanie: czy to twierdzenie ma dowdd elementarny? , Elementarny”
nie znaczy tu ani ,tatwy”, ani ,intuicyjny”; chodzi o dowéd, ktéry nie uzywatby
zaawansowanych, abstrakcyjnych pojeé.

W pierwszej polowie XX wieku pytano na przyklad, czy istnieje elementarny
dowdd twierdzenia o asymptotycznej gestosci liczb pierwszych wsrdod liczb
naturalnych. Jak wiadomo, publicznie powatpiewal w to Hardy, niestusznie
zreszta, bo elementarny dowdd podal w 1948 r. Selberg (wykorzystujac tez
pewne idee Erdésa). Wspdlczesnie natomiast mozna sie niekiedy zetknaé

z pytaniem, czy istnieje elementarny dow6d (badz: jak elementarny moze byé
dowdd) wielkiego twierdzenia Fermata.

Pojecie elementarnego dowodu jest, rzecz jasna, intuicyjne, nieostre i w dodatku
stopniowalne. Mozna je jednak w taki czy inny spos6b uécisla¢. Ponizej opiszemy,
jak za pomoca narzedzi logiki matematycznej sformulowaé jedno z mozliwych
czeSciowych uscidlen, a nastepnie pokazywadé, ze pewne twierdzenia maja
elementarne dowody, przezornie unikajac przykrego zajecia, jakim bywa
znajdowanie tych dowodéw.

1. Arytmetyka pierwszego rzedu

Arytmetyka Peano, czyli PA, zwana tez czasem arytmetykq pierwszego rzedu,

to teoria aksjomatyczna sformulowana w jezyku zawierajacym symbole +, -, 0,1
oraz <. Aksjomaty PA, majace wyraza¢ fundamentalne wlasnosci liczb
naturalnych, dziela si¢ na dwie grupy. Grupe pierwsza tworza aksjomaty czesci
nieujemnej pierécienia dyskretnie uporzadkowanego, a wiec np.: Va (0 < z),
Ve(x-1=2x),Ve(r <1=2=0Vazx=1), aksjomaty przemiennoséci dodawania
i mnozenia, itd. Grupa druga to aksjomaty indukcji matematycznej. Dla kazdej
formuly ¢(z), aksjomatem PA jest formula

©(0) AVz [p(z) = p(z+1)] = Vo o).

PA mozna utozsamic z teoriag mnogosci ograniczona do zbioréw skonczonych,

w nastepujacym sensie: istnieje ttumaczenie formut jezyka arytmetyki na jezyk

teorii mnogoéci, przy ktorym wszystkie aksjomaty PA staja sie dowodliwe

w teorii ZFC\ {Inf} + =Inf, czyli teorii mnogosci z aksjomatem nieskonczonosci

zastapionym jego negacja, oraz odwrotne tlumaczenie jezyka teorii mnogosci na
jezyk arytmetyki, przy ktérym wszystkie aksjomaty ZFC\ {Inf} + —Inf staja sie
dowodliwe w PA.

Utozsamienie to ma przynajmniej dwie istotne dla nas konsekwencje. Po
pierwsze, w PA mozna méwié nie tylko o liczbach naturalnych, ale o dowolnych
zbiorach skonczonych, w tym strukturach kombinatorycznych, takich jak grafy
czy stowa. Po drugie, twierdzenia dowodliwe w PA to dokltadnie te, ktére mozna
udowodni¢ bez odwolywania si¢ do obiektéw nieskonczonych. Wtasnie brak tego
rodzaju odwotan uznamy za warunek wystarczajacy elementarnosci dowodu.
Innymi stowy, przyjmujemy, ze jesli twierdzenie jest dowodliwe w PA, to ma
elementarny dowod.

Doswiadczenie minionych kilku dziesigcioleci uczy, ze klasa twierdzen, ktére maja
dowody w PA, czyli maja dowody elementarne w naszym rozumieniu tego slowa,
jest znacznie szersza niz mogloby sie z poczatku wydawac. Dowody w PA czesto
wymagaja jednak réznego rodzaju kodowan czy aproksymacji i nie zawsze sa
intuicyjne. Zdecydowanie wygodniej jest rozumowaé w teorii dysponujacej
bogatszym zestawem pojec i szersza klasa dopuszczalnych metod. Dla nas

34



Litera Z w oznaczeniu tej teorii wzieta sig
stad, ze arytmetyka jest o liczbach,

a dzieto, w ktérym arytmetyke drugiego
rzedu zdefiniowano, mialo tytul
zaczynajacy sie od stowa Grundlagen.
Arytmetyke Peano oznacza si¢ czasami,
dzis$ juz raczej rzadko, symbolem Z;.

Oczywiscie, jest wiele twierdzen, ktére
mozna wyrazi¢ w jezyku arytmetyki
drugiego rze¢du tylko po dokonaniu
stosownych ograniczen. Przykladowo,
twierdzenie Hahna-Banacha w pelnej
wersji nie jest wyrazalne; twierdzenie
Hahna-Banacha dla osrodkowych
przestrzeni Banacha jest juz nie tylko
wyrazalne, ale i dowodliwe.

Skrot ACA oznacza Arithmetical
Comprehension Axiom.

szczegdlnie interesujaca jest sytuacja, w ktoérej wszystkie twierdzenia wyrazalne
w jezyku PA (a zatem ,twierdzenia o obiektach skoficzonych”), ktére mozna
udowodni¢ w takiej bogatszej teorii, maja tez dowody w PA. Méwimy wowczas,
ze dana teoria jest konserwatywna nad PA.

2. Arytmetyka drugiego rzedu

Waznym przyktadem teorii bogatszej niz PA jest Z», czyli arytmetyka drugiego
rzedu. Jezyk arytmetyki drugiego rzedu zawiera dwa rodzaje zmiennych: zmienne
»pierwszego rzedu” x,y, z, ..., ktéore w zamierzeniu oznaczaja liczby naturalne

i zachowuja sie tak jak zmienne w jezyku PA, oraz zmienne ,drugiego rzedu”
XY, Z, ..., ktéore w zamierzeniu oznaczaja zbiory liczb naturalnych. W jezyku
jest tez jeden nowy symbol pozalogiczny €, oznaczajacy relacje nalezenia
pomiedzy obiektami pierwszego i drugiego rzedu. Najwazniejszym nowym
skladnikiem aksjomatyki jest schemat wyrdzniania: dla kazdej formuly ¢ (z)

nie zawierajacej zmiennej wolnej Z aksjomatem jest formula

AZVzx [z € Z & YP(x)].

W obecnosci wyrézniania zasade indukceji matematycznej mozna wyrazié
za, pomocg pojedynczego aksjomatu:

VX0eXAVz(zeX=ao+1eX)=Va(xe X)]

Mamy tez, jak poprzednio, aksjomaty nieujemnej czesci pierscienia dyskretnie
uporzadkowanego.

Jezyk arytmetyki drugiego rzedu ma bardzo duza site wyrazu. Podobnie bowiem
jak zmienne pierwszego rzedu moga reprezentowacé nie tylko liczby naturalne,
ale i na przyktad liczby wymierne, albo skonczone zbiory czy ciagi liczb, zmienne
drugiego rzedu moga reprezentowaé nie tylko zbiory liczb naturalnych, ale
praktycznie dowolne obiekty matematyczne opisywalne za pomoca przeliczalnej
ilosci informacji. W jezyku Z, mozna wiec méwié¢ miedzy innymi

o nieskonczonych ciagach liczb, o liczbach rzeczywistych (jako ciagach
Cauchy’ego liczb wymiernych), funkcjach ciagtych z R w R (albo z R™ w R"),
osrodkowych przestrzeniach metrycznych, otwartych, domknietych czy nawet
dowolnych borelowskich podzbiorach tychze, przeliczalnych strukturach
algebraicznych itd.

W arytmetyce drugiego rzedu mozna nie tylko bardzo duzo wyrazié, ale i duzo
udowodni¢. Praktyka pokazuje, ze niemal kazde twierdzenie, z ktérym mozna sie
zetknaé¢ w ciggu pierwszych kilku lat studiéw matematycznych, mozna
udowodnié¢ w Zy, jesli tylko mozna je w ogdle wystowi¢ w jej jezyku. O przyklady
twierdzen wyrazalnych, lecz niedowodliwych w Z; (a dowodliwych w ZFC) wcale
nie tak tatwo: by¢ moze najlepszym jest twierdzenie Martina o determinacji gier
borelowskich.

7 naszego punktu widzenia Z; jest wrecz teoria zbyt silna, nie jest bowiem
konserwatywna nad PA. Swiadczy o tym miedzy innymi zdanie Conpa wyrazajace
niesprzeczno$é¢ PA. Na mocy drugiego twierdzenia Godla, Conpa nie ma dowodu
w PA, a w Z; moze by¢ udowodnione za pomoca bardzo prostego rozumowania:
zbidér wszystkich liczb naturalnych ze zwyklymi dzialaniami spetnia wszystkie
aksjomaty PA, totez PA nie moze by¢ sprzeczna. Jesli Conpa uznaé za zdanie
,hie dosé matematyczne, by sie nim przejmowaé”, jako przykltady twierdzen
$wiadczacych o niekonserwatywnosci Z, nad PA moga stuzyé miedzy innymi
twierdzenie Parisa-Harringtona (bedace wzmocnieniem skoficzonego twierdzenia
Ramseya), twierdzenie Goodsteina (méwiace o tym, ze pewne specyficzne ciagi
liczb naturalnych sa skoriczone) albo rozmaite konsekwencje grafowego
twierdzenia o minorach.

3. Pewien przyklad konserwatywnosci

Rozwazymy teraz pewien wazny fragment Z,. Teorie ACAg definiuje sie podobnie
jak Zj, ograniczajac jednak schemat wyrdzniania do formul arytmetycznych,
czyli nie zawierajacych kwantyfikacji po zmiennych drugiego rzedu. Aksjomaty
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ACA, gwarantuja wiec istnienie np. zbioru liczb pierwszych, a dla danego
czedciowego porzadku (X, X) gwarantuja istnienie zbioru tych x € X, dla ktérych
zbiér {y € X : y < x} jest nieskoniczony (bo kwantyfikacja ,dla kazdej skoficzonej
listy elementéw istnieje element spoza tej listy” jest pierwszego rzedu). Nie ma
natomiast gwarancji, ze istnieje zbior tych z, dla ktérych < ograniczone

do {y € X : y <z} nie jest dobrym porzadkiem (bo ,istnieje nieskoniczony ciag
zstepujacy” jest drugiego rzedu).

Okazuje sie, ze zachodzi
Twierdzenie (H. Friedman). ACAq jest konserwatywne nad PA.

Dowodéw powyzszego twierdzenia o konserwatywnosci jest kilka. Rozumowanie,
ktére tu opiszemy, wyrdznia sie szczegdlng prostota, ale wymaga uzycia modeli
arytmetyki, o ktérych musimy w zwiazku z tym pare stow powiedziec.
Przypomnijmy, ze model teorii aksjomatycznej T to po prostu struktura, ktora
spelnia wszystkie aksjomaty T. Twierdzenie o pelnosci orzeka, ze dane zdanie
da si¢ udowodnié¢ w teorii T dokladnie wtedy, gdy kazdy model T spelnia
réwniez 1.

Modele PA to oczywiscie czeéci nieujemne pewnych (bardzo
szczegblnych) pierscieni dyskretnie uporzadkowanych.

PA ma jeden (z doktadnoscia do izomorfizmu) model
standardowy, czyli zwykle liczby naturalne (narysowane
schematycznie z lewej) oraz mnéstwo modeli
niestandardowych, wygladajacych mniej wigcej tak, jak na
rysunku z prawej: kazdy model niestandardowy ma odcinek
poczatkowy izomorficzny ze zwyklymi liczbami naturalnymi,
a powyzej niego elementy niestandardowe, takie jak a

na rysunku.

Model Z; albo ACAq sktada si¢ natomiast z czesci pierwszego

rzedu, M, ktora jest po prostu modelem PA, oraz czesci
drugiego rzedu, X, ktéra jest pewna podrodzing P(M).
Mozna to zobaczy¢ mniej wiecej tak, jak wida¢ na rysunku

Oczywiscie, rodzina X nie moze by¢ zupelnie byle jakim
podzbiorem P(M), choéby dlatego, ze musi spelniaé
odpowiednie aksjomaty wyrdzniania. Wazne jest jednak,
ze w ogdlnosci moze zachodzié¢ X # P(M).

J Twierdzenie o konserwatywnosci ACAg nad PA jest tatwym

wnioskiem z nastepujacego lematu:

Lemat. Kazdy model PA jest czescig pierwszego rzedu pewnego modelu ACAg.

Zalézmy bowiem, ze konserwatywnosci nie ma, czyli ze jest zdanie ¢ w jezyku
arytmetyki pierwszego rzedu dowodliwe w ACAg, ale nie w PA. Na mocy
twierdzenia o pelnosci, istnieje struktura M spelniajaca PA, w ktorej zachodzi
—1p. Z lematu wiemy, ze M jest czeécia pierwszego rzedu pewnego modelu ACA,.
W modelu tym —% nadal musi by¢ spelnione, bo wartos¢ logiczna —) zalezy
wylacznie od czesci pierwszego rzedu! To jest juz jednak sprzeczne z zalozeniem,
ze ACAg dowodzi .

Sam dowdd lematu jest réwniez nietrudny. Rozwazmy model M spelniajacy PA.
Jako X weZzmy Def(M), czyli rodzing wszystkich tych podzbioréw M, ktére
mozna zdefiniowac jakas formula jezyka PA, by¢ moze zawierajaca parametry

z M.
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f ) Kazdy element Def(M) jest wigc postaci

{z - M EY(z,a1,...,a,)}, gdzie ¥ jest pewna formula

{z: M= p(x)} arytmetyki pierwszego rzedu, aq, ..., a, sa elementami M,
{z:ME 6(z)} a dla z € M zapis M | ¢¥(z, a1, ...,a,) oznacza, ze elementy

Z,a1,...,a, spelniaja w M formule .

{z: M ((z,a)} Czyli jest tak, jak na rysunku obok.

Przekonajmy sie, ze para (M, Def(M)) jest modelem ACA.
To, ze M spelnia aksjomaty pierécienia dyskretnie

\ J uporzadkowanego, wiemy z zaltozenia.

Trzeba natomiast sprawdzié, ze w (M, Def(M)) spelniony jest aksjomat
wyrézniania dla dowolnej formuly nie zawierajacej kwantyfikatoréow drugiego
rzedu. Drobna subtelno$é¢ polega na tym, ze formula moze zawierac
(nieskwantyfikowane) parametry drugiego rzedu. Niech ¢(x) bedzie taka formula,
aYi,..., Y, wystepujacymi w niej parametrami drugiego rzedu. Poniewaz
Y1,...,Y, € Def(M), istnieja formuly ¢1,..., v, w jezyku PA takie, ze
dlai=1,...,n zachodzi Y; = {y : M | ¢;(y)}. Formuly ¢, réwniez moga
zawiera¢ parametry, ale juz tylko pierwszego rzedu.

W takim razie jednak zbiér tych x € M, dla ktérych zachodzi ¢ (x, Y1, ...,Y,),
jest dokladnie réwny

{z:MEU(x,01,...,0n)},

gdzie formula ¢¥(x, @1,. .., p,) powstaje z ¢ przez wstawienie w miejsce kazdego
z parametrow Y; jego definicji, czyli formuly ¢;. Zbiér

{z M E=¢(z,¢1,...,pn)} oczywidcie nalezy do Def(M), gwarantujac spelnienie
rozwazanego aksjomatu wyrdzniania.

Pozostaje sprawdzié, ze (M, Def(M)) spelnia aksjomat indukeji matematyczne;j.
Jesli X € Def(M), to X jest pozdbiorem M zdefiniowanym pewna formula (.
Jeslioe X iV (x e X = x4+ 1 € X), to M spelnia p(0) AVz [p(z) = ¢(x + 1)].
Z aksjomatéw PA wnioskujemy zatem, ze M spelnia Vx p(z), z czego natychmiast
wynika, iz wszystkie elementy x € M naleza do zbioru X.

To konczy dowod lematu, a zatem dowdd twierdzenia o konserwatywnosci.

4. Ktore metody sie ,elementaryzujg”?

7 konserwatywnosci ACAg nad PA wynika, ze kazde twierdzenie, ktére jestesmy
w stanie udowodnié, rozumujac w arytmetyce drugiego rzedu i dbajac, by nie
uzywaé schematu wyrdzniania dla zbyt skomplikowanych formul, ma réwniez
dowdd elementarny. Otrzymalidémy wiec pewne narzedzie stuzace

do pokazywania, ze rozmaite wyniki mozna udowodnié¢ elementarnie,

bez koniecznosci konstruowania ich elementarnych dowodéw. By sie przekonag,
w jakim stopniu jest to narzedzie skuteczne, trzeba zrozumieé, jak duza klasa
metod mozna sie postugiwaé¢ w ACAy.

Oczywiscie, z gory wiadomo, ze ACAg musi by¢ istotnie stabsza niz pelna
arytmetyka drugiego rzedu, cho¢by wlasnie dlatego, ze jest konserwatywna nad
PA. Najbardziej uderzajaca staboscia ACAq jest niezdolno$é do udowodnienia
podstawowych faktéw na temat dobrych porzadkéw, a co za tym idzie,
niezdolnos¢ do postugiwania sie¢ nieskoficzonymi liczbami porzadkowymi.
Wskutek tego, ACAg nie dowodzi na przyklad twierdzenia Cantora-Bendixsona,
jak réwniez réznych innych twierdzen (m.in. o strukturze przeliczalnych grup
abelowych), ktérych dowody wymagaja uzycia indukeji pozaskonczone;.

ACA( niezbyt dobrze radzi sobie takze z niektorymi zaawansowanymi metodami
teorii Ramseya i zdecydowana wigkszoscia metod teorii dobrych quasi-porzadkéow.

W celu zilustrowania, jakiego rodzaju argumentacje da si¢ dla odmiany
przeprowadzi¢ w ACAg, naszkicujemy (bez przesadnej dbalosci o formalne
szczeglly) dowdd prostego a waznego wyniku, jakim jest twierdzenie
Bolzano-Weierstrassa. Mamy pokazac, ze kazdy ciag liczb rzeczywistych

z przedziatu [0, 1] ma podciag zbiezny. Rozwazmy wiec taki ciag, powiedzmy
(rn)nen- Poniewaz liczby rzeczywiste sa dla nas ciggami Cauchy’ego liczb
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wymiernych, (r,)nen jest z formalnego punktu widzenia podwdjnie
indeksowanym ciagiem liczb wymiernych.

Dla k € N, niech s; réwna si¢ 5, gdzie py. jest najwigksza liczba spodréd

{0,...,2% — 1}, dla ktérej w przedziale (55, p’;}fl] jest nieskonczenie wiele r,-6w.
ACA( nie ma najmniejszych probleméw ze sprawdzeniem, ze ciag (si)ren, jesli
tylko istnieje, jest ciagiem Cauchy’ego, a zatem reprezentuje pewna liczbe
rzeczywista s. Istnienie ciagu (sx)ken wynika natomiast ze schematu wyrézniania
dla formut arytmetycznych, gdyz, po pierwsze, “istnieje nieskonczenie wiele n”
mozna wyrazi¢ za pomoca kwantyfikacji pierwszego rzedu: ,dla kazdego m
istnieje n > m”; po drugie za$, dla danego n oraz danych liczb wymiernych p, g,
formula ,r, € [p,q|” réwniez wymaga tylko kwantyfikacji pierwszego rzedu:

»dla dowolnie duzych m i dla dostatecznie duzych ¢, -ty wyraz ciagu
reprezentujacego 1, jest pomiedzy p — % aq+ %”.

Zdefiniujmy teraz podciag (rn, )ken clagu (rn)neny W nastepujacy sposoéb:

(ng, . ..,ni) ma by¢ leksykograficznie najmniejszym rosnacym ciagiem indekséw
dlugodci k + 1, dla ktérego |s — 7,,| < 277 jest spelnione dla wszystkich i < k.
Znéw okazuje sie, ze do zdefiniowania ciagu (ry, )ken wystarcza kwantyfikacja
pierwszego rzedu, a wiec ten ciag istnieje. Bez trudu sprawdzamy, ze ciag

(rn,, Jken dazy do s, co konhczy dowdd.

Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa jest, rzecz jasna, tylko nader prostym
przykladem. Badania w ramach matematyki odwrotnej, czyli programu
klasyfikowania sily logicznej twierdzen matematycznych za pomoca fragmentéw
arytmetyki drugiego rzedu, pokazaly jednak, ze w ACAg mozna sformalizowaé
bardzo duza czed¢ klasycznej matematyki. Wéréd przykladéw wynikow
dowodliwych w ACAy, ktére podaje S. Simpson w podstawowej monografii

na temat matematyki odwrotnej, czyli ksiazce [2], sa miedzy innymi:

e podstawowe twierdzenia na temat funkcji ciagtych oraz rachunku
rozniczkowego i catkowego jednej i wielu zmiennych, z ktérymi mozna
zetknaé sie na typowym kursie analizy matematycznej,

e twierdzenie Arzeli-Ascolego,

twierdzenie Peano o istnieniu rozwigzan réwnan rézniczkowych

zwyczajnych,

twierdzenie Baire’a o kategoriach dla osrodkowych przestrzeni zupelnych,

twierdzenie Brouwera o punkcie stalym,

istnienie idealéw maksymalnych w przeliczalnym pierscieniu,

istnienie i jedynos¢ algebraicznego domkniecia ciata przeliczalnego,

twierdzenia Banacha-Steinhausa i Hahna-Banacha dla oérodkowych

przestrzeni Banacha,

lemat Koniga,

e twierdzenie o pelnodci.

Nalezy przy tym mie¢ $wiadomosé, ze nie sa to izolowane przyktady. Kazdy
wynik typu ,takie-a-takie twierdzenie jest dowodliwe w ACAq” niesie w istocie
informacje: ,taka-a-taka klasa metod uzywanych w okreslonej dziedzinie
formalizuje sic w ACAq”. Powyzsze przyklady informuja wiec, ze w ACAy mozna
uzywaé miedzy innymi wielu klasycznych metod analizy rzeczywistej, algebry
struktur przeliczalnych, a takze analizy funkcjonalnej i topologii przestrzeni
oérodkowych. Wiadomo réwniez, ze to samo dotyczy takze analizy zespolonej,

z jakichs powoddéw zaniedbanej w pracach z okresu podsumowanego ksiazka
Simpsona. ACAq postuguje si¢ podstawowymi technikami analizy zespolonej

w stopniu, ktéry miedzy innymi z nadwyzka wystarcza do tego, by bez wiekszego
trudu odtworzy¢ dowdd twierdzenia o liczbach pierwszych.

Efekty badan nad sita ACAg, w polaczeniu z twierdzeniem o konserwatywnosci
nad PA, mozna podsumowacé nastepujaco: jesli jakies twierdzenie z teorii liczb
czy kombinatoryki ma dowdd uzywajacy w miare tradycyjnych metod, nie
wymagajacy narzedzi typowo teoriomnogosciowych ani definiowania szczegélnie
skomplikowanych zbioréw, jest bardzo duza szansa na to, ze ma ono dowdd
elementarny. Dla Hardy’ego bytoby to zaskoczenie.
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Jako zdania klasy Hg mozna sformutowaé
miedzy innymi hipoteze liczb pierwszych
blizniaczych czy P # NP, a w jeszcze
prostszej postaci mozna wyrazié¢ na
przyktad wielkie twierdzenie Fermata,
hipotez¢ Goldbacha czy nawet hipoteze¢
Riemanna.

5. A ponadto...

Na zakonczenie wspomnijmy jeszcze o dwu zastugujacych na wzmianke
kwestiach.

Po pierwsze, niekiedy od dowodu chciatoby sie¢ wigcej niz samej tylko
elementarno$ci. Rozwazmy dla przykladu zdania klasy I19, czyli postaci

Va Jy (x,y), gdzie x,y to zmienne arytmetyki pierwszego rzedu, a ¢ jest
formuta, w ktorej wystepuje juz tylko kwantyfikacja ograniczona, w rodzaju

Jz < 2?2 + y. Bardzo wiele waznych dla matematyki zdan jest takiej postaci.
Mozna by sobie zyczyé, aby dowéd zdania klasy 119 zawieral opis algorytmu
znajdujacego y na wejsciu x — lepszego niz samo ,,przeszukuj wszystkie y,

az trafisz na takie, dla ktérego zachodzi ¢(x,y)”. Okazuje sie, ze gwarancja
istnienia takiego algorytmicznego dowodu jest dowodliwo$¢ w pewnych
nietrywialnych podteoriach ACAg. Najwazniejsza teoria tego rodzaju, znana jako
WKLy, powstaje przez nieco drastyczniejsze niz w przypadku ACAg ograniczenie
schematu wyrdzniania oraz dodanie osobnego (dowodliwego w ACAg) aksjomatu
moéwiacego, ze przedzial [0, 1] jest zwarty w sensie pokry¢ zbiorami otwartymi.
Co ciekawe, WKLy nie dowodzi twierdzenia Bolzano-Weierstrassa. Nie dowodzi
tez twierdzenia Arzeli-Ascolego; dowodzi natomiast wszystkich innych twierdzen
z analizy i analizy funkcjonalnej podanych wyzej jako przyklady twierdzen
dowodliwych w ACAg. Wielu twierdzen z algebry i innych dziedzin WKLg
dowodzi w stabszych wersjach: nie potrafi na przyktad pokazaé, ze w kazdym
przeliczalnym pierécieniu jest ideal maksymalny, ale potrafi zawsze znalez¢ ideat
pierwszy.

Po drugie, powyzej staraliémy sie podkreslaé, ze twierdzenie o konserwatywnosci
ACAy nad PA pozwala stwierdzi¢ istnienie pewnych dowodéw elementarnych bez
ich konstruowania. Nasuwa sie pytanie, czy tych dowodéw nie datoby sie jednak
skonstruowaé. Czy nie mozna by na przyklad podaé¢ jawnego tlumaczenia
dowodéw w ACAg na dowody w PA?

Takie tlumaczenie istnieje, ale wymaga uprzedniego poddania dowodu w ACAq
syntaktycznej procedurze zwanej eliminacjg ciecia, ktora skutkuje miedzy innymi
olbrzymim wzrostem rozmiaru dowodu. Wiadomo, ze istnieje stata ¢
o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego n istnieje twierdzenie dowodliwe w PA,
ktére w ACAg ma pewien dowdd rozmiaru co najwyzej cn, podczas gdy wszystkie
dowody w PA wymagaja rozmiaru przynajmniej
2

22
gdzie wysokosé¢ wiezy jest rowna n. By¢ moze pracowite konstruowanie tych
dowodéw jednak nie jest najlepszym pomystem.
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