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1. Twierdzenie Poincarégo o powracaniu.
Zaczniemy od kilku przyktadéw.

(A) Obrét na okregu. Utozsamiamy okrag S z R/Z = {x (mod 1) : z € R}.
Dla « € [0, 1) kladziemy

Ry(z) =z + a (mod 1)
i dostajemy przeksztalcenie R, : S — S Jego dynamika w istotny sposob zalezy
od tego, czy ,kat obrotu” « jest wymierny.

Jedli a = % € Q jest nieskracalnym utamkiem, to przeksztalcenie R,, jest
okresowe, RY g R, o0---0 R, = Id (¢—krotna iteracja jest identycznodcia),
—_————

q
bo Ri(x) = x + p (mod 1) = x. To oznacza, w szczegdlnosci, ze R

wlasno$é powracania:

p/q W&

Dla dowolnego punktu poczgtkowego xg € S jego dodatnia orbita

OF (z0) = {R}/q(w0), Rﬁ/q(;vo), ...} przechodzi przez punkt x.

Przy tym to przechodzenie zachodzi nieskoniczenie wiele razy; w istocie, ta orbita
jest skoficzonym zbiorem.

Jesli v jest niewymierne, to orbity dodatnie wszystkich punktéw sa nieskoniczone.
Niemniej jednak, R, posiada wlasno$¢ powracania w nieco zmodyfikowanej
wersji:

Dia dowolnego punktu poczgtkowego x¢ i dowolnego jego otoczenia U orbita
Ot (xg) przecina U.

Tutaj takze przechodzenie orbity przez U zachodzi nieskoficzenie wiele razy.
Ta wlasno$é¢ wynika z faktu, ze kazdy zbiér O (zg) jest gesty w S. W teorii
uktadéw dynamicznych méwi sie, ze R, ma wlasno$é¢ topologicznej
tranzytywnos$ci; rowniez mowi sie, ze dynamika R, jest prawie okresowa.

(B) Sko$ny obrét torusa. Niech X = T? = R?/Z2 =S x S bedzie
dwuwymiarowym torusem. Zdefiniujmy przeksztatcenie T : X — X
nastepujaco:

T(xz,y) = (z,z+y (mod 1)).
To oznacza, ze okregi S, = {a} x S = {(z,y) : y € S} C X sa niezmiennicze
wzgledem przeksztalcenia T', a ograniczenie T' do kazdego z tych okregéw jest
obrotem o kat zalezny od wyboru okregu. Dynamika przeksztatcenia T jest
w pewnym sensie hybrydowa: dla  wymiernego T'[s, : S, — S, jest okresowe,
a dla x € Q jest ono prawie okresowe.

Latwo zauwazy¢, ze wlasnosé powracania w drugiej wersji jest spelniona.

(C) Siodlo—wezel na okregu. Wzér
1
T(x) =2+ 3 sin?(7x)

okre$la homeomorfizm przestrzeni X = S. Istotnie, funkcja T spelnia
T(x+n)=T(x)+ndlan cZijest rosnaca. Mamy T'(n) =n dlan € Z,

co oznacza, ze punkt 0 € S jest punktem stalym indukowanego przeksztalcenia
okregu.

Nastepnie, dla 0 < z < 1 mamy z < T'(x) < 1. To oznacza, ze dla dowolnego
punktu xg # 0 € S jego dodatnia orbita O (x¢) pochodzi od zbioru punktéw
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Rys. 1. Siodlo—wezel na okregu

Miara g w zbiorze X jest okreslona

na pewnej o—algebrze 9 podzbioréw X.

Mamy:

0, X €Mm;

jesli A, Be M, to A\BeMi
ANBeM,;

jesli A1, Ap, ... € M, to | A, € M.

Miara p : 91 — Ry U {co} ma
nastepujace wlasnosci:

w(0) =05
jesli A C B to p(A\ B) = u(A) — u(B);
jesli zbiory Ay, A2, ... sa parami

rozlaczne, to p (U An) = E,u(An)
(przeliczalna addytywnosé).

Miara p nazywa si¢ probabilistycznag,
jesli p(X) = 1.

W zastosowaniach do ukltadéw
dynamicznych zwykle przestrzen X jest
przestrzenia metryczna, o—algebra jest
generowana przez podzbiory otwarte (jest
to tzw. o— algebra zbioréw borelowskich)
a miara jest regularna.

Zwyklo sie¢ méwié, ze pewna wltasnosé
(punktéw z X) zachodzi dla prawie
wszystkich punktéw z A € 9, jesli zbidr
punktéw z A pozbawionych tej wlasnosci
ma miare zero.

Niech zbiér B C A sklada sie z tych
punktéw x € A, ktére nigdy nie
powracaja do A. Nietrudno przekonad sie,
ze Be M, oile A € M. Jesli x € B, to
jego obrazy T"(z), n =1,2,..., leza
poza A; tym bardziej T" (z) ¢ B lub,
réwnowaznie, z ¢ T~ " (B). Widzimy, ze
BNT "(B)=0dlan > 1. Ale wtedy
T-YB)NT 1= (B) =

=T (BNT(B)) =T~ (0) =0

i, analogicznie, T~¥(B)nT~*~"(B) =
=77" (BNT™"(B)) =0 dlan>1

i k > 0. Zatem zbiory T~ " (B) sg parami
roztgczne. Ponadto maja taks sama
miarg, u(T~"(B)) = pu(B). Z wlasnosci
przeliczalnej addytywnosci miary p
dostajemy p (U Tfn(B)) =3"%" wB).

n=0

Gdyby p(B) bylo dodatnie, to ta ostatnia
miara bylaby nieskoniczona, ale to przeczy

wlasnosci p (U Tfn(B)) <pX)=1
(miara jest probabilistyczna). Zatem
n(B) = 0, co oznacza, ze prawie kazdy
punkt z A ma wlasno$é powracania do A.

ciggu {z1 = T'(20), z2 = T*(x0), ...} C R, ktéry jest rosnacy i zbiezny
do lim,, oz, = 1 (patrz rysunek 1). Punkt staly 0 € S jest z jednej
strony przyciagajacy, a z drugiej odpychajacy; stad jego nazwa,
siodto—wezel (charakterystyczna dla analogicznego punktu stalego
w dynamice dwuwymiarowej).

Czytelnik latwo zauwazy, ze tylko jednopunktowa orbita punktu statego
O™ (0) = {0} ma wlasno$¢ powracania wedtug obu powyzszych definicji.
Dla zg # 0 € S orbita OF () rozmija si¢ z dostatecznie matym
otoczeniem punktu zg.

Ostatni przyklad pokazuje, ze nasze definicje wlasnosci powracania

nie sg adekwatne do zagadnien dynamicznych. Podstawowym elementem,
ktérego tu brakuje, jest pojecie miary niezmienniczej. Definicja miary
jest dosy¢ abstrakcyjna i podajemy ja na marginesie.

Dla przeksztatcenia T : X —— X miara p jest niezmiennicza, jesli

p(T71(A) = u(A);
tutaj zakladamy, ze przeksztalcenie jest mierzalne (T~ (901) C 9MN).
(Ponizej bedziemy opuszczaé napisy typu A € M)
W przyktadzie (A) naturalna probabilistyczna miara niezmiennicza dla obrotu
R, jest miara Lebesque’a g = A\ = dx na S (indukowana z miary Lebesque’a
na R, gdzie ' ((a,b)) = b — a). Ale w przypadku wymiernego obrotu, Ry, /.
istnieja inne probabilistyczne miary niezmiennicze. Sa to miary dyskretne

u:é(510+511+...+5mq71),

réwnomiernie roztozone na punktach orbit O(zy) = {xo,...,zq—1} punktéw
okresowych. Tutaj d, jest tzw. miara Diraca skupiona w punkcie z : 0, (A4) = 1,
jeSliz € A, 16,(A) =0 w przeciwnym przypadku.

Jesli obrét jest niewymierny, to jedyna regularna probabilistyczna miarg
niezmiennicza p jest miara Lebesque’a. Posiada ona nastepujaca wlasnosé
ergodycznosci:

Jesli T=Y(A) = A, to u(A) =0 lub pu(A) = 1; jedyne podzbiory niezmiennicze
sq trywialne w sensie miarowym, zbior pusty lub cala przestrzen.

W przyktadzie (B) naturalng miarg niezmiennicza dla T jest miara Lebesque’a
A2 = dzdy na torusie: prostokat [a,b] x [c, d] jest przeksztalcany na
réwnoleglobok o wysokosci b — a i dtugosci podstawy d — c¢. Ale istnieja tez miary
niezmiennicze postaci

/J‘ = 510 X )‘17
tzn. takie, ze (A x B) = 6,,(A) - \}(B). Sa to miary skupione na okregach
Sy, C T2. Mamy tez miary dyskretne pu = % ((520 +...+ (52(171) skupione
na orbitach okresowych O (z9) = {20, ..., 2g—1} C Sz,
zj = (0,Y;) = (0, Y0 + jxo (mod 1)), dla o = p/q € Q.
W przyktadzie (C) jedyna regularna probabilistyczna miara niezmiennicza
dla przeksztalcenia T' jest skupiona w punkcie stalym tego przeksztalcenia,

Mzéo.

Teraz mozemy sformulowaé¢ Twierdzenie Poincarégo o powracaniu:

Niech przeksztalcenie T : X — X zachowuge probabilistyczng miare p. Wtedy
dla kazdego zbioru A o mierze pu(A) > 0 prawie kazdy punkt zo € A powraca
do A, czyli T" (o) € A dla pewnego n > 0.

Pomimo istniejacych kontrowersji zwiagzanych z tym twierdzeniem, jego dowod
jest niezwykle prosty. Przedstawiamy go obok na marginesie.
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Teraz mozemy na nowo rozwazy¢ przyklad (C). Kazdy podzbiér A C X dodatniej
miary niezmienniczej musi zawiera¢ punkt 0. Ale wtedy stwierdzenie ,prawie
kazdy punkt xg € A” oznacza, ze xg = 0. Ten punkt nie opuszcza zbioru A.

Przyktady (A), (B) i (C) pokazuja dosyé szczegdlne mechanizmy powracania.
Warto uzupelnié¢ te liste nastepujacym przyktadem.

(D) Przeksztalcenie piekarza. Wezmy X = [0,1] x [0, 1], czyli
kwadrat o boku 1. Najpierw zagniatamy go do prostokata
[0,2] x [0,1/2], potem odcinamy prawa poléwke [1,2] x [0,1/2]

i nakltadamy ja na lewa potéwke. Z uzyciem wspotrzednych
przeksztalcenie piekarza przyjmuje postaé

T(x,y) = (2z,y/2) dlaz < 1/2 iT(x,y) = (22—1, (y+1)/2) dlaz > 1/2.

Latwo zauwazy¢, ze to przeksztalcenie zachowuje dwuwymiarowa miare
Lebesque’a = A2 = dady:

(wspélezynnik rozciagania w poziomie) x (wspélezynnik $ciskania

w pionie) = 1. Okazuje sie ponadto, ze to przeksztalcenie posiada
T/A) nastepujaca wlasnosé mieszania:

Jim p(T"(A) N B) = p(A) - u(B).

To oznacza, ze obraz T™(A) zbioru A po duzej liczbie iteracji rozktada sig
prawie réwnomiernie w calym kwadracie (patrz rysunek 2).

T'A)

Rys. 2. Przeksztalcenie piekarza

Biorac B = A z u(A) > 0 dostajemy wlasnos$é Poincarégo.

Wtlasno$¢ mieszania jest silniejsza od wlasnosci ergodycznosci;

ta druga wynika z pierwszej. W szczegdlnodci, obrét niewymierny
na okregu nie jest mieszajacy, chociaz jest ergodyczny. Tutaj iteracje T™(A)
zbioru A (ktéry mozna wybraé w postaci krétkiego tuku) ,wedruja” po okregu,
odwiedzajac wszystkie miejsca, ale nie zmieniajac swojego ksztaltu.

Powyzej sformutowaliSémy twierdzenie o powracaniu dla pojedynczego
przeksztalcenia zachowujacego miare. W zastosowaniach fizycznych zwykle
mamy do czynienia z ciagla ewolucja pewnego uktadu, opisywanego serig rownan
rézniczkowych. Wtedy mamy jednoparametrows rodzing (potok) {St},5,
przeksztatcen S; : X — X spelniajaca warunki potgrupy: So = Id, Ss4t = S50 S;.
Taka rodzina zachowuje miare p, gdy u(S; *(A)) = u(A) dla kazdego t. Rodzina

{S:} zawiera dyskretna ,kaskade” {Id =Sy, T g S1,T? = Sa,... } Wtasnosé

powracania dla potoku oznacza wlasno$¢ powracania dla przeksztalcenia T = 57.

2. Paradoksy zwigzane z twierdzeniem
0 powracaniu

Twierdzenie Poincarégo o powracaniu wywolywalo (i najwidoczniej nadal
wywoluje) dyskusje o charakterze filozoficznym. Sa one zwiazane z prébami jego
zastosowania do ukladéw fizycznych ztozonych z duzej liczby czastek.
Standardowym przykladem jest gaz skupiony w poléwce zbiornika, z ktorego
usuwa sie przegrode. Inny przyktad jest bardziej wyszukany i wiaze sie z pewnym
twierdzeniem pochodzacym od Ludwiga Boltzmanna.

2.1. Twierdzenie Liouville’a
Rozwazmy gaz ztozony z N klasycznych czastek w obszarze (zbiorniku)  C R3.
Jego dynamika jest opisana ukladem 6N réwnan rézniczkowych Newtona

dl‘i - d’l}i -
a Vi, ar i
gdzie z; € 2 sa polozeniami kolejnych czastek, v; € R3 sa ich predkogciami,
a F; = Fi(x1,...,zy) = —0U/0x; sa silami na nie dzialajacymi.
Dla uproszczenia zakladamy, ze masy czastek sa takie same (réwne 1),

18

i=1,...,N,



a potencjal U = U(x1,...,zN) jest sumg energii potencjalnych wzajemnych
oddziatywan czastek, U = EKj V(Jx; — x;]). Ponadto przyjmujemy, ze czastki
odbijaja sie od écian zbiornika Q zgodnie z regula (kat padania) = (kat odbicia).

Tutaj przestrzenig fazowa X, w ktorej dziala potok {S;} definiujacy ewolucje
ukladu N czastek, jest

oV x (RB)N ={(z1,.... TN, V1,...,0N) T €Q, v; € R} C RV,

Twierdzenie Liouville’a moéwi, ze:

6N —wymiarowa miara Lebesque’a AN = By BaydPu ... Poy jest
niezmiennicza dla potoku {S:}.

Niestety, ta miara nie jest probabilistyczna; nawet nie mozna jej unormowad,

bo AN (X) = oo. Jednak fizycy potrafia w sposéb naturalny zmodyfikowaé
powyzsza miare do niezmienniczej miary probabilistycznej. Istotny jest tu fakt,
ze energia calkowita uktadu E jest stala w trakcie ewolucji. Sktada sie ona

z energii kinetycznej T'(vy,...,on) = 5> |’Ui|2 i energii potencjalnej
U(z1,...,zN). Jesli obszar ) jest ograniczony, to przy naturalnych zalozeniach
o potencjale wzajemnych oddziatywan V energia potencjalna U jest ograniczona
z dotu i z géry. Natomiast ograniczono$é T' implikuje ograniczenia predkosci |v;] .
Zatem nalozenie jakiegos warunku ograniczonoéci na E implikuje ograniczonosé
przestrzeni fazowej. Miary uzywane przez fizykéow sa postaci

1
= —(E)A\N
p=ZS(E)NT,

gdzie (suma statystyczna) Z jest czynnikiem normujacym, a ® jest pewna
funkcja: np. ®(E) =1 dla E € [Ey, E1] i ®(E) = 0 poza tym przedzialem
dla tzw. zespotu mikrokanonicznego, lub ®(E) = exp (—E/kT) dla zespolu

kanonicznego (k jest stala Boltzmanna, a T temperatura).

Wobec tego twierdzenie Poincarégo powinno da¢ sie stosowaé¢ do naszego uktadu.
Jak to pogodzi¢ z faktem, Ze raczej nie obserwuje sie powrotu czastek gazu do
jednej poléowki?

2.2. Lemat Kaca

Wyjasnienie powyzszego ,paradoksu” lezy w fakcie, ze twierdzenie Poincarégo
nosi charakter jako$ciowy, a nie ilosciowy. Nic nie méwi sie w nim o czasie
powrotu.

Rozwazmy zbiér A o dodatniej mierze z twierdzenia o powracaniu. Dla z € A
zdefiniujmy
ka(z) =min{n >1:T"(x) € A}

i ka(x) = oo, gdy powyzsza definicja nie dziala. Jest to czas pierwszego
powrotu punktu x do zbioru A. Twierdzenie o powracaniu méwi,
ze ka(z) < oo dla prawie wszystkich punktéw x z A.

Nietrudno pokazaé, ze

[radn=u [ U1)).

A n>1

natomiast

gdy przeksztalcenie T jest ergodyczne, to

/kAd/L =1.

A

Jest to trescig Lematu Kaca. Stad wynika, ze im mniejsza jest miara zbioru A,
tym dluzszy jest Sredni czas (k4) pierwszego powrotu do A:

(ka) ~ 1/u(A). Po wiecej szczegbldéw odsylam czytelnika do monografii

I. P. Kornfelda, Ya. G. Sinaja i S. V. Fomina ,/Teoria ergodyczna”.
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Rys. 3. Rozpraszanie dwoch czastek

Oczywiscie Boltzmann mial na imie
Ludwig Eduard.

W przypadku gazu w zbiorniku Q = 2y U 9, gdzie 21 i Q2 sa dwiema
potéwkami zbiornika, zbiér odpowiadajacy skupieniu si¢ czastek w €2; ma postac
A=QF x (Rg)N i ma miare rzedu 1/2"V. Dla malej liczby czastek, np. N = 4,
symulacje numeryczne demonstruja powracanie wszystkich czastek do 21, ale dla
N = 40 nic takiego nie daje si¢ zaobserwowac. Tu odsylam czytelnika do ksigzki
F. Reifa ,Fizyka statystyczna” (z berkeleyowskiego kursu fizyki). Dla N rzedu
liczby Avogadro (~ 1023) oczekiwany czas powrotu jest superastronomiczy

(~ 21023). Nawet fakt, ze potok {S;} nie jest ergodyczny, bo energia uktadu

E jest stala (poréwnaj przyklad (B)), nie jest w stanie istotnie zanizyé tego
oszacowania.

2.3. Twierdzenie Boltzmanna

W teorii kinetycznej rozrzedzonych gazéw podstawowym objektem jest
tzw. funkcja rozkladu f(v,t) = f(v) taka, ze

fo, ) A3z A3y
jest usredniong liczba czastek, ktore w chwili ¢ znajduja sie w malej kostce
o objetosci A3z wokét punktu x € R3, i ktérych predkosci leza w kostce
o objetosci A3v wokét v € R3. Tutaj objetosci A3z i A3v sa male, ale nie za
male; takie, aby liczby fA3xA3v byty duze.
(W przypadku, gdy na czastki gazu dziala sila zewnetrzna, np. wywolana
obecnoscia Scian zbiornika, funkcja rozkladu zalezy réwniez od z oraz ponizsze
rownanie Boltzmanna jest bardziej skomplikowane; my rozwazamy najprostsza
sytuacje.)
Funkcja rozktadu spelnia nastepujace rownanie kinetyczne
Boltzmanna:

%(0) = /d2w/d3020’(w) [v1 — vl {f (u1) f(u2) — fv1)f(v2)}.

Po prawej stronie tego réwnania mamy bilans bedacy rezultatem
wzajemnych zderzen czastek: N1 i No czastek zderza si¢ ze soba

i cze$é z nich opuszceza otoczenie punktu (z,v) oraz My i My czastek
zderza sie i cze$é z nich trafia w otoczenie punktu (z,v).

Tutaj N1 = f(v1)A3xA3v, v; = v, N = f(v2) A3z A3,

My = f(u1)A32A30 i My = f(uz2)A3xA3v. Wielkoéé o(w) (zalezna

od potencjalu wzajemnego oddzialywania) jest tzw. przekrojem czynnym
rozpraszania, t.j. zderzenia sie¢ dwoch czastek o predkosciach vy i v,
ktore potem rozbiegaja sie z predkosciami u; i us pod katem

brylowym w (wzgledem vq 2 w ukladzie srodka masy, patrz rysunek 3).

W réwnaniu Boltzmanna jest ukryte istotne zalozenie o molekularnym
chaosie:

Usredniona liczba par czgstek w kostce o objetosci APx wokét x i z predkosciami
w kostkach o objetosciach A3v wokdl vy i vo wynosi

NiNz = f(v1)A%2A% - f(v2) A%z A%,

Zdefiniujmy za Boltzmannem funkcje

H(t) = /f(v,t) In f(v, t)d®v;

z doktadnoscia do wspoétczynnika odpowiada ona minus entropii uktadu.

7 réwnania Boltzmanna wynika nastepujace twierdzenie H Boltzmanna:
dH
dt

Niewatpliwie Boltzmannowi chodzito o matematyczne wyprowadzenie trzeciego

prawa termodynamiki orzekajcego, ze entropia nie maleje. Ponadto z tego

twierdzenia i z réwnania Boltzmanna wynika, ze funkcja rozkladu powinna dazy¢,

przy t dazacym do nieskonczonosci, do réwnowagowego rozktadu Maxwella

< 0.

fo = const - exp (—a (v— ’Uo)2> .
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Sadzac z literatury, twierdzenie to doczekalo si¢ ostrej krytyki. Jednym

z argumentow byla sprzecznoéc z niezmienniczoscia réwnan Newtona wzgledem
odwrécenia strzalki czasu. Ten ,,paradoks odwracalnoéci” wyjasniano zalozeniem
o molekularnym chaosie; zderzenia moga powodowac¢ chwilowe zatamania sie tego
postulatu. Podnoszony byl réwniez argument sprzecznosci z twierdzeniem
Poincarégo, ,,paradoks powracania”. Zainteresowanym polecam ksiazke

K. Huanga ,,Mechanika statystyczna”.

Wydaje sig, ze wyjasnienie ostatniego paradoksu lezy w zakresie dosy¢
elementarnej matematyki. W samej definicji funkcji rozkladu zaklada sie,

ze liczba czastek fA3zA3v wokét (z,v) jest duza (bez podawania ilogciowych
danych). Ale kazdy student dowolnego wydziatu $cislego uczelni wyzszej wie,
ze bywa tak, iz lims_ oo My oo 7 My oo lims o -

2.4. Pierscien Kaca

W marcowym numerze Delty z 2004 roku Krzysztof Rejmer przedstawil pewien
mocno uproszczony model mechaniki statystycznej, tzw. pierScien Kaca. Zostal
on zaproponowany przez polskiego matematyka Marka Kaca (tego od lematu
Kaca).

Mamy N czastek rozlokowanych réwnomiernie na okregu, przy czym kazda
czastka moze wystepowaé w dwéch stanach (kolorach). W dyskretnych
momentach czasu t = n € N czastki przesuwaja sie o jedno miejsce (w ustalonym
zawczasu kierunku). Przy kazdym przesunigciu zmieniaja swoj stan w losowy
sposob, nie wchodze tutaj w szczegoty.

W kazdym razie, po n = 2N krokach uktad powraca do stanu wysciowego.
Jednak, gdy 1 << n << N, to mamy

(A(n)) = A" (A(0)),
gdzie A(n) jest bezwzgledna réznica liczb czastek w dwdch stanach po

n krokach, 0 < A < 11 () oznacza usrednienie po ,realizacjach” modelu. Zatem
limy, 00 liMmpy 00 (A(n)) = 0 podezas, gdy limy o limy,—, o0 (A(n)) nie istnieje.
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