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Cykloida i okolice
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Cykloida to tor punktu okregu toczacego sie bez poslizgu po prostej (zatem na
rysunku 1 tuk PN ma te sama dlugo$é co odcinek AN). Sklada sie ona

z oddzielnych tukéw, potaczonych ostrzami. Jej najwazniejsza wlasnoscia jest
fakt, iz w kazdym jej punkcie styczna do niej przechodzi przez najwyzszy punkt
wyznaczajacego ja okregu. Mozemy uzasadni¢ te wlasnos¢ w nastepujacy sposob.
Wektor v jest predkoscia ruchu poziomego, a wektor o to predkosé ruchu
obrotowego, czyli jest on styczny do okregu. Poniewaz ruch odbywa si¢ bez
poslizgu, wiec dlugosci tych wektoréw sa réwne, a ich wypadkowsa jest wektor
opisujacy ruch po cykloidzie, styczny do cykloidy. Tworzy on (jako przekatna
rombu) jednakowe katy z tymi wektorami. Natomiast kat miedzy wektorem w

i PZ jest réwny katowi PP'Z (zgodnie z wlasnoScia, ze kat wpisany jest réwny
katowi dopisanemu). Poniewaz punkt Z jest punktem najwyzszym, a prosta PP’
jest pozioma, wiec tréjkat PZ P’ jest réwnoramienny. Wynika z tego, ze kat
miedzy wektorem w i PZ jest taki sam, jak kat miedzy PZ i wektorem ¢. Zatem
prosta PZ zawiera przekatna rombu utworzonego przez v i .

Obejrzymy, co cykloida zdzialala w zegarmistrzostwie i podrézach morskich,
w saneczkarstwie i rachunku wariacyjnym, w optyce i mechanice kwantowej oraz,
przy okazji, zmierzymy jej dtugos¢ i ograniczajace ja pole.

W XVII wieku problem zapewnienia bezpiecznej zeglugi byl zagadnieniem
najwyzszej wagi ze wzgledu na to, ze w tym czasie to wlasnie flota przynosita
najwieksze zyski. Wobec tego umiejetnosé okreslania przez zatoge potozenia
okretu byta jednym z podstawowych elementéw tego bezpieczenstwa. Jak
wiadomo, szerokosé¢ geograficzna jest pojeciem przyrodniczym, mozna ja okresli¢
z gwiazd. Natomiast dlugos¢ geograficzna jako katowa odleglos¢ od poludnika
zerowego jest pojeciem umownym. Do jej okredlenia (przed GPS) niezbedny byl
zegar. Jedyna metoda okreslenia dtugoéci geograficznej w XVII wieku byto
znalezienie réznicy czasu miedzy punktem, w ktérym znajdowat sie okret,

a dowolna miejscowoscia na zerowym potudniku. Najwicksze admiralicje oglosity
zatem konkurs na skonstruowanie chronometru odpornego na chybotanie okretu.
Za kryterium oceny doktadnosci wskazywanego czasu przyjeto, by taki zegar
przewieziony z Europy do Ameryki i z powrotem wskazywal czas nierézniacy sie
od wyjsciowego wiecej niz o minute. Nalezato zatem skonstruowaé zegar
wahadlowy, ktéry mimo iz poddawany réznym przechyleniom i wstrzasom,
bedzie chodzil dokladnie.

Jak stwierdzil Galileusz, okres wahania wahadla nie zalezy od wychylenia jedynie
wtedy, gdy wychylenie jest takie, ze mozna stosowac przyblizenie a = sin o, wiec
do konstruowanego zegara nie mozna bylo uzyé¢ zwyklego wahadta. Powstalo
zatem pytanie, po jakiej linii powinno si¢ ono wahaé, czyli jaki ksztalt powinna
mie¢ krzywa, zeby staczajace sie po niej cialo osiagalo jej najnizszy punkt w tym
samym czasie niezaleznie od tego, gdzie rozpoczynalo swdj ruch. Krzywa majaca
te wlasno$¢ nazywa sie izochrong lub tautochrong. Potrzebne bylo wiec wahadlo
tautochroniczne i korzystajacy z niego zegar. Mimo ogromnej nagrody za ,zegar
morski” nikt (w tej liczbie Galileusz) problemu rozwigza¢ nie umial. Christiaan
Huygens (1629-1695) wpadl na pomyst poszukiwania najpierw krzywej
tautochronicznej i postawil hipoteze, ze jest nia cykloida. Zajat si¢ pionowa
sktadowa staczania sie¢ kulki po cykloidalnej miseczce, poniewaz nie byto istotne,
jak kulka sie toczy, tylko w jakim tempie si¢ obniza i kiedy osiagnie najnizszy
punkt swojego polozenia.

W punkcie P, lezacym na wysokosci H nad najnizszym punktem odwrdconej
cykloidy, kladziemy kulke i pozwalamy jej sie staczaé (rys. 2). Po uplywie czasu t
znajdzie sie ona w punkcie K, na wysokosci h(t).
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Rys. 2.

Zauwazmy, ze trojkat utworzony przez wektory i U} (rys. 2) jest podobny do
trojkata ZK L, zatem (poniewaz sa to tréjkaty prostokatne)

5| Lz /LZ [h(
W KZ «/LZ NZ 2r

Genialny pomyst Huygensa polegal na zajeciu si¢ wirtualng kulka staczajaca sie
po potokregu réwno z kulka realna. Poniewaz nie umial sobie poradzi¢ z ruchem
po cykloidzie, wiec wyobrazil sobie obnizanie sie kulki w tym samym tempie po
polokregu, na ktérym ruch daje sie latwo opisac. Zatozyt tylko, ze wirtualna
kulka poruszajaca sie po okregu jest zawsze na tym samym poziomie, co kulka
staczajaca sig¢ po cykloidzie. Dla tej hipotetycznej kulki poruszajacej sie po
okregu mamy (znéw z podobienstwa trojkatdéw prostok@tnych)

w K'L'  /PL"-L'Q (H — h
s R

lw|  K'S PS

7 zalozenia sktadowe pionowe prawdziwego i h1potetycznego ruchu miaty by¢
réwne, ||| = |¥|], co daje
ht) 2/ (H = h(t)) - h(t)

71\ 2 = 171] = 4] = [ - ,

czyli

H 1
@l =10 5\ 5 =

2\ 2r(H — h(t))
Zauwazmy, ze do tej pory nigdzie nie zostal wykorzystany fakt, iz mamy
do czynienia ze spadkiem realnej kulki pod wplywem grawitacji. Ten aspekt
ruchu wyraza sie np. w fakcie, ze energia kinetyczna réwna jest utracie energii
potencjalnej, a wiec

=2

5 = mg(H — h().

gdzie g jest wartoscia przyépieszenia ziemskiego. Otrzymujemy stad
3] = V# ? = \/29(H — h(t)).
Uwzgledniajac wezedniejsze rozwazania geometryczne, mamy
H 1 H 1
[0 =191 S| o=y = V29H = b)) S\ [ 5 =7y
2r(H = h(t)) 2r(H — h(t))’
o H g . . . o :
Jak widaé, |wj] = 5\ co nie zawiera t. Ruch kulki jest wiec jednostajny.
r
Skoro tak, to mozna tatwo obliczyé, ile trwa:
H
rH

T

T:—Ezﬂ' .
|| g

Czas jest wiec staly — nie zalezy od H, a wiec od wysokosci, na jakiej
potozylidmy kulke. Zatem cykloida jest tautochrona.
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Rys. 5. Rys. 6.

Wiemy juz, jak wyglada tautochrona, ale jak zmusi¢ zawieszony
ciezarek, aby wahal sie nie po okregu, lecz po cykloidzie? I tu jest drugi
genialny pomyst Huygensa, rozwijanie nici zwane dzi§ w matematyce

ewolwenta.

Obok dwie sposréd ewolwent kwadratu (rys. 3): zaden kawalek jednej
nie pasuje do drugiej. Kwadrat to ewoluta kazdej z nich. Dana krzywa
moze mie¢ bardzo wiele ewolwent w zaleznosci od tego, w ktérym jej
punkcie koficzy sie nawinieta ni¢. Czasem sa to jednakowe krzywe (jak
w przypadku okregu), czasem rézne.

Dygresja

— krzywa lancuchowa i jej ewolwenta

Fancuch powieszony na dwéch gwozdziach
zwisa tak, ze jego potozenie opisuje réwnosé
x
y = cosh( — |, gdzie a to wysoko$c¢ jego
a
najnizszego punktu nad osig z-6w. Jesli
jednak wyrazié¢ jego ksztalt jako funkcje
dtugoéci s, otrzyma si¢ przedstawienie
parametryczne

2 2
(alnﬁi VSTHa /2 tan +aa).
a

Obrzydliwa jest ta pierwsza wspélrzedna, ale
druga méwi nam, ze jesli w dowolnym
punkcie P krzywej tancuchowej
poprowadzimy odcinek taczacy go z jego
rzutem na o$ x-06w i narysujemy okrag, dla
ktorego ten odcinek jest $rednica (rys. 4), to
w tym okregu da sie odnalezé (gdy odlozymy
odcinek dlugosci a) odcinek, ktérego dlugosé
bedzie rowna diugosci tuku krzywej
tancuchowej od wierzchotka W do punktu P.
Jesli wigc bedziemy rozwijali z tej krzywej
ni¢ o koncu w W, to odcinek stycznej do
otrzymanej krzywej do jej przecigcia z osia
x-6w bedzie miat stata dlugosé a.

Ta ewolwenta krzywej tancuchowej bedzie
wiec traktrysa, czyli krzywa, ktérej obrot
dokota osi z-6w to pseudosfera, ale to juz
zupelnie inna historia — koniec dygresji.

Dla odkrycia budowy wahadtla tautochronicznego
wazne jest spostrzezenie, ze jedna z ewolwent

cykloidy jest rowniez cykloida i to identyczna z ta,
z ktérej powstata. Huygens wykazal to, kreslac dwie
cykloidy w taki sposéb, ze druga zakresla okrag

toczacy sie po prostej stycznej do najwyzszych

punktow pierwszej cykloidy, przy czym druga
cykloida ma swoje najnizsze punkty w tych
punktach stycznosci. Cykloida ta jest ewolwenta

A

Rys. 7.

dolnej cykloidy, zakreslona przez napigta ni¢, ktorej

koniec poczatkowo znajdowal si¢ w najwyzszym
punkcie dolnej cykloidy. Na rysunku 7 narysowane

sa okregi zakreslajace obie cykloidy, w sytuacji gdy sa one styczne. Stwierdzamy, ze odcinek AB jest réwny polowie
dlugoéci okregu, za$ odcinek AC' jest réwny tukowi CC’ P, bo toczenie odbywa sie bez poslizgu. Wobec tego odcinek
BC jest réwny tukowi C’P. Ponadto odcinek BC jest réwny B’C’, a ten znowu jest réwny tukowi QC”.
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Rys. 8.

Rys. 10.

Oba okregi razem z wyréznionymi punktami P i ) sa srodkowo symetryczne, zas
srodkiem symetrii jest C’. Wobec tego punty P, @ i C' leza na jednej prostej,
ktora jest styczna do dolnej cyloidy w punkcie P, poniewaz przechodzi przez
najwyzszy punkt wyznaczajacego punkt P okregu. Jest to napieta nié¢, ktéra w
polozeniu DX wyprostuje si¢ i wtedy doktadnie wida¢, ze jest dtugosci 4r. Czyli
dlugosé cykloidy od ostrza do ostrza jest rowna 8r.

W ten sposéb dowiedzieliémy sie, jaka jest dlugosé tuku cykloidy i mamy (rys. 8)
wahadlo tautochroniczne!

Zostawmy na chwile zegary i zobaczmy, jak Giles Roberval obliczyl pole pod
cykloida.

Rys. 9.

Jak widzieliémy na poprzednich rysunkach, tuk cykloidy miesci si¢ w prostokacie
o wymiarach 2r x 27r. Przesufimy teraz druga polowe cykloidy tak, aby (jako
D) znalazla sie nad pierwsza potowa @ (rys. 9). Nastepnie narysujmy @ — obraz
pierwszej potowy cykloidy w symetrii wzgledem S. Zauwazmy, ze gdy najnizszy
punkt toczacego sie okregu narysuje tuk @ cykloidy do punktu Q, jego
najwyzszy punkt powedruje po @ do punktu P. Euk @ to jednoczeénie obraz
symetryczny tuku @ w symetrii wzgledem prostej p, réwnoleglej do dtuzszego
boku prostokata i przechodzacej przez O. Zatem zaréwno okrag, jak i krzywe D
i @ maja wspélna oé symetrii. Stad przecigcie P okregu z D i przecigcie P’
okregu z @ sa symetryczne wzgledem p. Wobec tego odcinek PP’ jest pionowy,
a poniewaz tréjkat QP P’ jest prostokatny, wiec odcinek QP’ jest poziomy. Pole
otrzymanej soczewki zbudowanej z tukéw @ i @ jest, wobec zasady Cavalieriego,
réwne polu kota ograniczonego przez okrag wyznaczajacy cykloide. Istotnie, na
kazdej prostej poziomej okrag wyznaczajacy cykloide i soczewka maja przekroj
tej samej dlugosci. Teraz mozemy latwo zauwazy¢, ze pole pod cykloida sktada
sie z polowy pola prostokata i pola soczewki (réwnego polu kota), czyli

1
3 97 - 2r 4+ wr? = 372,

Wréémy do zegarow. Oczywiscie, pomyst zegara z wahadlem tautochronicznym
tej postaci zostal odrzucony, poniewaz takie wahadto musiatoby si¢ wahadé

w plaszczyZnie, co trudno zapewnié¢ na okrecie. Stad Huygens wpadl na pomyst
innego wahadta, ktérym byto wahadlo obrotowe. W takim wahadle ciezarek na
nici krazy po okregu, a wtedy ni¢ zakresla powierzchni¢ boczna stozka
obrotowego. Nalezy sie teraz zastanowié, przy jakim tempie obrotu sita
odsrodkowa zrownowazy site ciezkosci. Cialo poruszajace sie po okregu o
promieniu R z predkosScia v w ciggu czasu t przebywa luk okregu o kacie
srodkowym ¢ (rys. 10). Zacznijmy od obliczenia sily od$rodkowej. Zauwazmy, ze
zmiana kierunku predkosci ma warto$é

AT =2 [ sin D, ¢= %“",
wiec poniewaz ruch jest jednostajny, to
|AT,|  2[d]sin§ -] 17_2 . % . {)’_2
t Ry R z R

9
Zatem sita odsrodkowa to m}z_é

Kiedy wahadlo bedzie si¢ obraca¢ w poziomie? Wtedy, gdy bedzie ono stabilne,
czyli gdy jego obroty beda wywolywaly site odsrodkowa réwnowazaca site
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Rys. 11.

Rys. 12.

Rys. 13.

Rys. 14.

cigzenia, a wiec (rys. 11) gdy
mu 2

R

|0] = VgRtga.

Pozwala to obliczy¢ okres obiegu stabilnego wahadta stozkowego:

2R R l
T:L_,:%' — ctga =27 cosa'
|7 9 g

Zalezy on tylko od dlugosci rzutu nici na o$§ obrotu. PozbadZzmy si¢ wiec nici
i zapytajmy — jak poprzednio — o miseczke, ktora kulka na kazdej wysokosci
obiegataby w takim samym czasie.

= mgtga,
skad

Pytamy zatem o ksztalt krzywej osiowosymetrycznej o tej wlasnosci, ze

w kazdym jej punkcie rzut na o odcinka prostej normalnej (czyli przecinajacej
krzywa pod katem prostym) od tego punktu do osi symetrii bylby tej samej
dhugodci. Poszukiwana krzywa jest parabola. Styczna do paraboli 22 = py (rys.
12) w punkcie (a, b) dana jest réwnaniem

1
ar = gp(y +0).
Zatem prostopadla do stycznej ma rownanie postaci %p:c = —ay+ A, a gdy ma

przechodzié¢ przez (a, b), musi byé A = a(%p +b). Prosta ta przecina zatem o$
paraboli w punkcie (0, %p +b), a wiec dlugosé rzutu (czyli [ cos «) jest réwna

1 1
“p4b)—b==p.
(2p4-) 5P

Jak widzimy, ta dtugoscé jest stala.

Podobnie jak przy tautochronie, powstaje pytanie, jaki przekrdj powinna mie¢
szpulka, aby rozwijana z niej ni¢ miata swdj koniec na paraboli, czyli dla jakiej
krzywej parabola jest ewolwenta. Tego nie da si¢ juz ,pokaza¢ na palcach”, ale
popatrzmy na wynik. Jest nim parabola polszescienna zwana inaczej parabolg
Neila. Parabola 2 = py jest ewolwenta paraboli pélszeéciennej o réwnaniu
2_ 2
C27p
Inaczej niz w przypadku cykloidy nié¢ tworzaca ewolwente odwijamy z przeciwnej
strony (rys. 13). Réznica polega tutaj réwniez na tym, ze ksztaltki, z ktérych
odwijana jest ni¢, nie moga by¢ nieruchome. Huygens skonstruowat tylko lezaca
po jednej stronie osi potowe paraboli pétszesciennej, ktora obracata sie razem
7 nicia.

x (2y —p)*.

Skonstruowane przez Huygensa zegary nie spelnily jednak wymogéw admiralicji
na to, by mogly by¢ one zegarami okretowymi. Ostatecznie wygral chronometr
(sprezynowy) Johna Harrisona, ktéry potrzebowal jednak az 30 lat, by przekonaé
admiralicje w 1735 roku, ze obiecana nagroda mu si¢ nalezy.

Zostawmy zegary i zajmijmy si¢ najszybszym torem saneczkowym:
brachistochrona. Brachistochrona to krzywa, po ktorej czas staczania si¢ masy
punktowej od punktu poczatkowego do punktu koncowego pod wplywem stalej
sily (np. sily ciezkosci) jest najkrétszy. Nazwa pochodzi od zlozenia greckich stéw
brachistos — ,najkrotszy” i chronos — ,czas”. Pytanie o tor, po ktérym powinna
poruszaé sie kulka, aby jak najszybciej potaczy¢ dwa punkty w przestrzeni,
postawit Jakob Bernoulli. W 1696 roku rozestat on prosbe o rozwiazanie tej
zagadki do najwybitniejszych, wedlug jego zdania, matematykéw na $wiecie.
Odpowiedzialo mu czterech matematykéw. Byli to Izaak Newton, Gottfried
Leibniz, Guillaume de I’Hospital i Johann Bernoulli.

Zagadka — tor samochodzikowy (rys. 14): oba samochodziki startuja z tej samej
wysokosci, a wigc maja takie same energie potencjalne. Podczas ruchu w doét
energie potencjalne maleja, a rosna ich energie kinetyczne, czyli te zwiazane

z predkoscia. Ktéry samochodzik wygra? Lewy, bo jego $rednia predkosc¢ bedzie
wieksza.
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Rys. 15.

a;! )
[e%3 | Vi
—
Rys. 16.
T
1
1
al
|
1
1
1
h
Rys. 17.

Czy istnieje w przyrodzie cos, co porusza si¢ tak, aby czas tego przemieszczenia
byl najkrotszy? Tym obiektem jest Swiatto. Mamy zatem druga analogie — zasade
Fermata: promien $wietlny poruszajac si¢ z jednego punktu do drugiego, wybiera
zawsze te droge, na ktorej przebycie potrzebuje najmniej czasu. Najprostszym
przypadkiem jest zalamanie. Czas przejscia impulsu w sytuacji z rysunku 15 to

1 1

- |v| cos a * |w| cos B

Aby znalez¢ minimum, postuzymy sie rachunkiem wariacyjnym (lacinskie vario —

zmieniaé, variatio — rozmaito$¢, zmiennos$é). Niech katy a i 3 beda funkcjami

jakiego$ parametru: a(u) i S(u). Nie sa one niezalezne, bowiem z rysunku mamy
/ /

a . .
tga(u) = a — tg B(u). Zatem cofa o f co pozwala na obliczenie
pochodnej t :

v o sin « 3’ sin 3 o ' <sina sinﬁ) .

B [v|cos? v |w|cos? 3 T cos?a v |wl

v o/ sina  sing
~ cos?a [v] lw| )’
sina  sinf

wigc mimimalny czas zostanie uzyskany, gdy ¢ = 0, czyli =

ol fwl

Skoro

, co jest
oczekiwana zasada zalamania (czyli prawem Snelliusa).

Johann Bernoulli stworzyl z tego model brachistochrony (rys. 16), w ktérym
zachodzi

sin oy
= const.,
|vil
czyli po uciagleniu (rys. 17)
sin
——— = const.
[v]

Znéw przywolamy z fizyki zasade zachowania energii
2

% =mgh, czyli |v]=+/2gh.
Mamy wiec
sin o . sin®a
———— =const, czyli —— = const.
2gh(a) h(e)

Te ostatnia stala wygodnie bedzie oznaczaé 1/(2r). Poszukujemy wiec krzywej,
dla ktérej h(a) = 2rsin® a = r(1 — cos 2a). Aby znalezé z(a), wykorzystamy
geometryczny sens pochodnej: daz/dh = tg a. Daje to nastepujacy rezultat:

d
A tga - — =tga-2r-2sinacosa = 4rsin? a = 2r(1 — cos 2a).
do do

Funkcja, ktéra ma taka pochodna, jest 2 = r(2a — sin 2a)). W obu wzorach na

wspolrzedne wystepuje tylko kat 2cr, ktory oznaczymy przez ¢ i otrzymamy
(z, h) =r(p —sinp, 1 —cosp).

Co to za krzywa? Rysunek 18 pokazuje, ze jest to cykloida — tym razem o h

zostalta skierowana do géry (PQ = sinp, OQ = — cosy).

h

Rys. 18.

Kolejny rysunek pokazuje, jak dla danych punktéw na stoku wybraé¢ najszybszy
— cykloidalny tor saneczkowy (dwa zadane punkty taczy tylko jedna cykloida).
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Rys. 19.

Mozna to zrobié nastepujaco (rys. 19): rysujemy cykloide zakreslana przez okrag
o promieniu 1. Cykloida ta przetnie prosta AB w jakim$ punkcie P. Szukana
cykloida jest cykloida, ktora zatoczy okrag o promieniu r rownym %.
Nalezy pamietac, ze cykloida jest jedna z brachistochron, dla ktorej zaklada sie
brak tarcia i oporéow ruchu, a jedynym polem sit jest jednorodne pole

grawitacyjne.

Kolejny problem to kaustyka — wzmocnienie $wiatta w pewnych obszarach po
wystaniu wiazki promieni réwnolegltych na jakis uktad optyczny. Katakaustyka to
kaustyka powstata jedynie w wyniku odbicia. William Hamilton — wykorzystujac
przedstawienie parametryczne cykloidy — odkryl, ze jedna z katakaustyk cykloidy
to dwie mniejsze cykloidy. Powstajg one, gdy cykloide o$wietli¢ rownolegta

wiazka Swiatla od dotu (rys. 20).
_—
TN
>
X
Rys. 20.

R

Rozwazmy sytuacje, gdy okrag przetoczyl sie o kat ¢ (rys. 21).

w Z
P,
~—Q
S
®
r
[9) N B\
Rys. 21.

Dalej przyda sie informacja, ze kat jaki tworzy styczna do cykloidy z pionem to
polowa kata, o ktéry przetoczyl sie okrag — na rysunku 21 K PSN =2 LPZS.
Poniewaz AP | NZ oraz PS = NS = Z8, wiec {SPZ = LSZP = %

i LAPN = APNS = ANPS, askoro PN | PZ, to pionowy promien po odbiciu
przechodzi zawsze przez srodek toczacego sie okregu. Pozwala to obliczy¢, gdzie
trafia w prosta, po ktérej okrag sie toczy:

OB=ON+ NB=ro+rtg(r—¢)=rp—rtge.
Gdy duza cykloida opisana jest przez (x, h) = r(a — sina, 1 — cosa), mala
opisuje g(2a —sin2a, 1 —cos2a). Rysujemy prosta rownolegla do PSS z rysunku
21, a wigc taka, ktorej odpowiada w matej cykloidzie parametr 2¢p.
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Rys. 22.

r

Zatem OC' = 3(290 —sin2), i CK = (1 - cos2¢). Stad (rys. 22)
OD = OC +CD = OC + CKtg LCKD =

= 3-2@0— gsin&p—i— g(l — cos2¢)tg (m — ) =

rp — gsin2go — g(l —cos2p)tg p =

7@ — 7SN cosy — 2(2 — 2 cos? pitgp =

=rp—rsinpcosp —rtgp+ 7 cos? ptgp =rp—rtge =0OB.
Tak wiec katakaustyka cykloidy sa dwie mniejsze cykloidy.
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