Teriologia (takze: mammologia lub
mastologia) — dzial zoologii zajmujacy
si¢ ssakami (Mammalia), ich budowa,
ekologia, systematyka, rozmieszczeniem,
ewolucja i biologia.

Paleontologia — dzial biologii zajmujacy
si¢ organizmami kopalnymi, opierajacy
swe badania przede wszystkim

na skamienialos$ciach i §ladach dawnych
bytnosci.

Pierwsi ludzie przybyli do Australii
ok. 40 tys. lat temu [1].

Ok. 10 mIn km?. Dla poréwnania, obecnie
powierzchnia Australii wynosi troche
ponad 7,5 mln km?.

W zaleznos$ci od omawianego ekosystemu
przyjmuje si¢ najczesciej, ze dany gatunek
nalezy do megafauny, jesli cigzar ciala
przecigtnego osobnika przekracza jedna

z dwéch wartosci granicznych: 45 kg lub
100 kg.
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O pewnym ciekawym zastosowaniu
modelu Lotki-Volterry
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W pracy podjeta zostala proba wyjasnienia nietypowej dysproporcji
drapieznikéw zimno- i cieplokrwistych w faunie Australii. Do zbadania zaistnialej
sytuacji wykorzystany zostal model Lotki-Volterry. Uzyskane wyniki z analizy
stabilnych rozwiazan modelu pokazuja prawdopodobna przyczyne wystepujacych
dysproporcji.

1. Wprowadzenie

Praca ta zostala poswiecona probie wyjadnienia nietypowej dysproporcji
gatunkowej na kontynencie australijskim. Chodzi o niespotykany nigdzie indziej
na Ziemi brak statocieplnych drapieznikéw, przy jednoczesnym bujnym rozkwicie
zimnokrwistych migsozercow. Na ten stan rzeczy zwrécit uwage Tim Flannery,
pochodzacy z Australii teriolog i paleontolog, specjalizujacy sie w australijskim
ekosystemie. Flannery w swoim artykule The Case of Missing Meat Eaters [1],
opublikowanym w czerwcu 1993 roku w Natural History, opisat i sprébowat
wyjasni¢ 6w brak.

Powodow zaistnialego stanu rzeczy doszukiwatl sie¢ w plejstocenie,

ok. 60 tys. lat temu — w czasach, gdy czlowiek jeszcze nie dotart na kontynent.
W tamtym okresie, w czasie kolejnych epok lodowcowych, poziom wod

w oceanach byl duzo nizszy niz obecnie, w skutek czego Australia wraz

z przyleglymi wyspami (m.in. Nowa Gwinea i Tasmania) tworzyla jeden zwarty
kontynent o powierzchni prawie czterech milionow mil kwadratowych, nazywany
Meganezja [1]. W tym czasie na wszystkich kontynentach zylo wiele wymartych
dzi$ gatunkow, nalezacych do tzw. megafauny, czyli populacji zwierzat
(zazwyczaj rozwaza sie plejstocenskie ssaki), ktérych masa czesto przekraczala
nawet toneg, jak np. mamut wtochaty, ktéry osiagal mase 4 do 6 ton, czy
Indrikoterium, olbrzymi nieparzystokopytny ssak roslinozerny, blisko
spokrewniony z zyjacymi do dzi§ nosorozcowatymi, ktory osiagatl mase nawet
do 15 ton. I choé¢ pod koniec plejstocenu wielkie wymieranie dotkneto zwierzat
zaro6wno zmienno- jak i stalocieplnych z catego globu, to wszedzie — poza
Australia — przetrwalo wiele gatunkéw ssakéw osiagajacych mase do kilkuset
kilograméw. W szczegdlnosci przetrwato niemato drapieznikéow, jak chociazby
rézne gatunki kotowatych, zyjacych w obu Amerykach (puma, ry$), Eurazji
(tygrys, ry$, lampart) i Afryce (lew, jaguar, lampart, gepard).

Jako jedna z mozliwych przyczyn wymarcia australijskiej megafauny,
wskazywana przez wielu biologow, Flannery przytoczyl wzglednie niewielkie
rozmiary Meganezji, co miato skutkowac¢ zbyt mala przestrzenia zyciowa.
Jednakze od razu odrzucil te hipoteze, argumentujac, ze mimo iz byl to istotnie
jeden z najmniejszych kontynentéow, to Madagaskar posiada poréwnywalne
zréznicowanie gatunkowe, cho¢ stanowi obszar przeszto dwadzie$cia razy
mniejszy niz Meganezja.

Kolejna, czesto przytaczana hipoteza, jest stwierdzenie, ze torbacze mialy
relatywnie mate mozgi, co uniemozliwito im wyewoluowanie w skutecznych
drapieznikéw. To takze Flannery odrzucil stwierdzajac, ze w czwartorzedzie,

od 65 do 2 milionéw lat temu, w Ameryce Potudniowej zylty podobne

do dzisiejszych pséw drapiezne torbacze, z ktorych z czasem wyewoluowaly
drapiezniki przypominajace pélnocnoamerykanskie tygrysy szablozebne, zdolne
do skutecznego polowania na najwieksze 6wezednie zyjace zwierzeta roslinozerne.
Podobnie przodkowie amerykanskiego oposa dali poczatek wielu
przedstawicielom megafauny, zaréwno roslinozercom jak i drapieznikom.
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Zniknely takze prawie wszystkie stekowce
— do naszych czaséw przetrwal jedynie
dziobak, ewenement w skali Swiatowej,

i cztery gatunki kolczatek.

Przetrwalo wiele gatunkéw roslinozercéw
osiggajacych spore rozmiary, jak np.
wombaty — wombat tasmanski
dorastajacy 70 — 115 cm dlugosci oraz
35 kg wagi, czy kangury — kangur rudy,
najwigkszy sposréd zyjacych torbaczy,
osiggajacy 1,2 metra wysokosci i wage
do 90 kg.

Zaréwno diabet tasmanski jak i wilk
workowaty, choé¢ w Australii wyparte
przez sprowadzone przez ludzi

ok. 3,5 tys. lat temu psy dingo,
przetrwaly na Tasmanii. Diabel zyje tam
wolno po dzi§ dzien, za$ wilk zostal
uznany przez Europejczykéw przybylych
na Tasmani¢ w XVIII wieku za szkodnika
i jako taki byt intensywnie tepiony.
Ostatni znany osobnik padl w 1936 roku
w ZOO w Hobart, stolicy Tasmanii.

W 1986 roku wilk workowaty zostal przez
TUCN oficjalnie uznany za gatunek
wymarly [8, 9].

Bardziej prawdopodobna wydaje si¢ inna przyczyna. Australia jest starym
kontynentem, o stabilnej historii geologicznej. Przez ostatnie 50 milionéw lat nie
do$wiadczala zlodowacen, procesow gérotworczych, czy aktywnosci wulkanicznej
— proceséw niezbednych przy tworzeniu gleb. Ponadto zwarta linia brzegowa,
brak wigkszych zatok, wysoka krawedz Wyzyny Zachodnioaustralijskiej oraz
Wielkie Géry Wododziatowe polozone na wschodzie sprawiaja, ze przenikanie
wplywow oceanicznych do wnetrza kontynentu jest niewielkie. Dlatego

na wiekszosci terenéw Australia jest wyjatkowo nieurodzajna — panuje tam
suchy klimat kontynentalny, bywa, ze pora deszczowa nie nadchodzi przez kilka
lat z rzedu, a szata roslinna tworzy przede wszystkim stepy, pétpustynie

i pustynie. Dzieje si¢ tak pomimo tego, ze Australia lezy na poludniowej pétkuli,
gdzie przewaga powierzchni mérz nad ladami jest znaczna, co teoretycznie
powinno istotnie tagodzié i stabilizowaé klimat.

Ten ciagly nieurodzaj powoduje, ze australijscy roslinozercy sa zmuszeni zy¢

w duzo wigkszym rozproszeniu, niz roslinozercy zyjacy na innych kontynentach.
Nawet w lasach deszczowych Nowej Gwinei i pélnocnej czesci Australii nie maja
mozliwoéci utrzymac zageszczenia populacji poréwnywalnego np. z antylopami,
zyjacymi w kilkutysiecznych stadach na afrykanskich sawannach, czy
jeleniowatymi wystepujacymi na terenach lesnych Europy, Azji i Ameryki
Poélnocnej — w mniej co prawda licznych stadach, ale, dzieki duzej obfitosci flory,
zajmujacych mniejszy teren, co umozliwia utrzymanie wysokiego zageszczenia.

Jak pisze Flannery, trudny klimat i wywolana nim zmniejszona liczebnosé
potencjalnych ofiar sprawia, ze tylko takie populacje miesozercow, ktére maja
odpowiednio mate zapotrzebowanie na pozywienie, sa w stanie przetrwaé. Wobec
tego sposrod konkurujacych drapieznikéw faworyzowane sa te o mniejszych
rozmiarach ciata oraz te o wolniejszym metabolizmie — w obu przypadkach

do przezycia potrzeba mniejszych ilosci pozywienia. Wiadomo, ze kregowce
zmiennocieplne maja ponad szesciokrotnie mniejsze zapotrzebowanie na energie,
w przeliczeniu na jednostke masy ciata, niz torbacze i dziesigciokrotnie mniejsze
niz tozyskowce [6]. Oznacza to, ze np. zyjacy w plejstocenie na terenie Meganezji,
a obecnie wymarty lew workowaty, najwickszy znany drapiezny torbacz,
potrzebowal szesé razy wiecej upolowanych ofiar niz konkurujacy z nim
Quinkana, olbrzymi ladowy krokodyl mierzacy 3 metry dlugosci i wazacy ponad
200 kilograméw, Wonambi, wazacy 50 kg podobny do pytona waz

o trzydziestocentymetrowym obwodzie, czy Megalania, spokrewniona z waranem
jaszczurka, osiagajaca 6 metrow dlugosci i wazaca ponad tone, dwa razy wigksza
niz wspolczesne, mierzace 2,5 do 3 metréw warany z Komodo. Ponadto,
krokodyle, weze i jaszczurki, poniewaz nie musza utrzymywac stalej temperatury
ciala, potrafia przetrwac¢ bez pokarmu znacznie dtuzej niz zwierzeta stalocieplne,
co przy trudnym australijskim klimacie jest dodatkowsa zaleta.

Gady, takie jak Quinkana, Wonambi, czy Megalania, wyginely w plejstocenie,

w czasie wielkiego wymierania, podobnie jak lew workowaty i wiele innych
zwierzat megafauny, czy to stalo-, czy zmiennocieplnych. Nie mniej jednak
potomkowie gadzich olbrzyméw, jak np. wspomniany juz indonezyjski waran

z Komodo, nadal zyja, cho¢ juz nie osiggaja takich rozmiaréw jak ich wymarli
krewni. Natomiast wigkszos¢ torbaczy woéwczas bezpowrotnie znikneta. Wyginety
wszystkie drapiezniki osiagajace wiecej niz 5 kg, wylaczajac diabta tasmanskiego
i wilka workowatego — w obu przypadkach wymarcie wynikato z przybycia
czlowieka.

Wiasnie to zagadnienie, czyli dynamike populacji drapieznika przy ograniczonej
zasobnosci ofiar, analizujemy w przestawionej pracy. Za pomoca modelu
Lotki-Volterry badane beda zmiany w liczebnosci populacji, w poszukiwaniu
stanéw stacjonarnych, pozwalajacych przetrwa¢ danemu drapieznikowi, badz tez
skazujacych go na wymarcie. Analiza ta ma na celu zweryfikowanie przypuszczen
Flannery’ego co do powodéw znikniecia drapieznych torbaczy.
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Vito Volterra (ur. 3 maja 1860,

zm. 11 pazdziernika 1940) — wloski
matematyk i fizyk, profesor uniwersytetéw
w Pizie, Turynie i Rzymie. Zajmowal si¢
opracowywaniem modeli matematycznych
w biologii. Byt jednym z trzynastu
wloskich profesoréw, ktérzy w 1931 roku
odmowili zlozenia przysiegi na wiernosé
Mussoliniemu, za co stracil katedre [10].

Biologom zdawalo sig, ze dzialania
wojenne trwajace na Adriatyku i calym
Morzu Srédziemnym powinny
doprowadzi¢ do zmniejszenia liczebno$ci
wszystkich populacji wystepujacych na
tym obszarze. Okazalo si¢ jednak, ze te
dzialania wojenne byly znacznie mniej
szkodliwe dla $§rodowiska niz trwajace od
wiekéw odlowy ryb.

Alfred James Lotka (ur. 2 marca 1880,
zm. 5 grudnia 1949) — urodzony

we Lwowie amerykanski matematyk,
chemik (chemia fizyczna, biofizyka),
ekonomista, statystyk i demograf,
specjalista w zakresie dynamiki

i energetyki populacji [11].

Kompania Zatoki Hudsona,

ang. Hudson’s Bay Company, HBC,
fr. Compagnie de la Baie d’Hudson —
korporacja handlowa powstata w 1670
roku w Kanadzie jako spétka towiecka
i handlujaca futrami. Dzi$ $redniej
wielkosci przedsigbiorstwo [12].

2. Model drapieznik-ofiara

Przedstawimy teraz modele typu drapieznik-ofiara, w oparciu o ktére bedziemy
analizowaé sytuacje zaistniala w Australii.

2.1. Klasyczny model Lotki-Volterry

Klasyczny model drapieznik-ofiara, zwany tez modelem Lotki-Volterry, to
najstarszy znany nam model opisujacy interakcje miedzy dwiema populacjami.
Zostal on uzyty do opisu dynamiki populacji ryb w Adriatyku przez Volterre

w 1926 roku. Rybacy lowiacy ryby w Adriatyku zauwazyli, ze w czasie trwania

i niedtugo po zakoniczeniu pierwszej wojny $wiatowej populacja ryb drapieznych
w Morzu $rédziemnym znacznie wzrosta. Owezeéni biolodzy nie potrafili wyjasgnié
tego, zadawalo im sie paradoksalnego, zjawiska. Volterra w swojej pracy
Variazion: e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali conviventi
zaproponowatl model, za pomoca ktorego wyjasnil, dlaczego wstrzymanie
potowoéw w czasie wojny spowodowato ten nagly wzrost. Nieco wezesniej, w 1920
roku, Lotka, niezaleznie od Volterry, skonstruowal ten sam model i uzyt

go do opisu zmian stezen dwoch reagujacych ze soba substancji chemicznych.
Obecnie najbardziej znanym przykladem zastosowania tego modelu jest analiza
zmian populacji kanadyjskich rysi i zajecy, wykonana na podstawie danych
dotyczacych skupu skér przez Kompanie Zatoki Hudsona (dane gromadzone

w latach 1847 — 1903). Wiecej informacji na temat zastosowan modelu
Lotki-Volterry znajdzie Czytelnik np. w [3].

Aby sformutowa¢ model musimy przyjaé¢ pewne zalozenia dotyczace opisywanych
populacji i ich srodowiska. Niech V' oznacza populacje ofiar, zas P populacje
drapieznikéw (w dalszej czesci pracy te same oznaczenia zostana uzyte

w analizowanych modelach do opisania zageszczenia populacji ofiar

i drapieznikéw odpowiednio — nie powinno to prowadzi¢ do niejasnosci).
Przyjmiemy nastepujace zalozenia (por. [2, 3]).

1. W érodowisku wystepuja wylacznie rozwazane gatunki V oraz P. Innych
zwierzat w danym srodowisku nie ma, lub nie maja wplywu na badana
dynamike populacji, zaréwno drapieznikéw P, jak i ofiar V.

2. W przypadku braku drapieznikéw srodowisko jest sprzyjajace dla ofiar —
nie ma w nim zadnych innych ograniczen. W takiej sytuacji ich dynamika
jest opisywana réwnaniem Malthusa (inaczej réwnaniem wzrostu
wykladniczego):

V(t) =rV.

3. W przypadku braku ofiar drapiezniki nie maja pozywienia, co powoduje
wymieranie gatunku, takze w tempie wykladniczym, co odzwierciedla
réwnanie:

P(t) = —sP.

4. Ofiary rozmnazaja sie niezaleznie od polowan drapieznikéw. Drapiezniki
polujac na ofiary zmniejszaja ich populacje, zatem wzrost populacji P
powoduje spadek populacji V. Jednocze$nie drapiezniki zdobywaja pokarm,
ktory dostarcza im energie potrzebnag do zycia, w tym do rozmnazania si¢
— zatem populacja P wzrasta wraz ze wzrostem populacji V.

5. Pomijamy przestrzenne rozmieszczenie osobnikéw obu gatunkéw. Rozwazaé
bedziemy Srednie zageszczenie populacji V' i P, co wymaga przyjecia
zalozenia, ze liczebnosci obu gatunkdéw sa dostatecznie duze, a osobniki
rozmieszczone sa jednorodnie w przestrzeni.

Przy powyzszych zatozeniach klasyczny model Lotki-Volterry opisujemy
nastepujacym uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

O V(t)=rV —aVP,
P(t) = —sP + abV P,

gdzie:
V = V(t) — zageszczenie populacji ofiar (zmienna wzgledem czasu t),
P = P(t) — zageszczenie populacji drapieznikéw (zmienna wzgledem czasu t),
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r — wspoélczynnik rozrodczosci ofiar,

a — skuteczno$é polowan,

s — $miertelnos¢ w populacji drapieznikéw,

b — czes¢ biomasy przeznaczona na reprodukcje,

przy czym wszystkie powyzsze wspotezynniki sa dodatnie.

Analiza tego modelu, ktérej nie bedziemy w calosci przedstawiaé¢ (model

jest obszernie oméwiony np. w [2, 3] i [4]), pozwala uzyskaé portret fazowy i

przebieg rozwiazan, jak przedstawiono na rysunku 1.

(V —victims P — predators}

0.0L.

time

Wykresy gestosci populacji drapieznikéw i ofiar. Warunek poczatkowy: V' (0) = 1, P(0)

1.5jl
I
Lol
l

\

P — predators

20" PR
(N N

[y ¥ X
o8\l \\\ e
| —— . e

7\; — e e e
0.0 et et Yt e O A S
0.0 0.5 1.0 15

V —victims

Portret fazowy modelu (1). Wyrézniono cykl dla warunku poczatkowego: V(0) = 1, P(0) = %

Rys. 1. Wykresy gestosci populacji drapieznikéw i ofiar (gérny wykres) oraz portret fazowy
(dolny wykres) klasycznego modelu Lotki-Volterry, opisanego uktadem (1). Kiedy populacja ofiar
si¢ rozwija, drapiezniki maja wigcej pozywienia, wigc ich licznos$é réowniez wzrasta. Jednakze
im wiecej drapieznikéw, tym wiecej odlawianych przez nie ofiar, a zatem po pewnym czasie
liczebno$¢ populacji ofiar zmaleje. To z kolei powoduje zmniejszenie dostepnosci pozywienia dla
drapieznikéw, a wiec spadek ich liczebnosci, a to z koniecznosci zmniejsza odsetek upolowanych

=

ofiar i umozliwia wzrost ich liczby — tak cykl si¢ zamyka. Rysunki wykonane zostaty przy stalych
1

réwnych odpowiednio: r =1, a =1, s = %, b= 3.

Na rysunku 1 widzimy, ze rozwiazania sa okresowe, o okresach przesunietych

w czasie wzgledem siebie, co dobrze oddaje cykliczno$¢ zjawisk zachodzacych

w przyrodzie. Poniewaz cykliczno$¢ jest zasadnicza wlasnoscia tego modelu, wigc

ponizej przedstawimy metode badania tejze cyklicznosci za pomoca funkcji

Lapunowa, jak réwniez wyjasnimy problem polowu ryb, rozwiazany dzigki temu

modelowi.
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2.1.1. Cykliczno$¢ i prawo zachowania $rednich w modelu
Lotki-Volterry

Znajdziemy teraz funkcje Lapunowa dla ukladu (1) i dodatniego stanu
stacjonarnego. Dodatni stan stacjonarny (V, P) znajdujemy przyréwnujac prawa
strong ukladu do zera, skad (oprécz punktu (0,0)) latwo obliczamy V = =
ip=rc.

Funkcja Lapunowa nazwiemy funkcje L : R? — R, dla ktérej L(V, P) = 0,
L(V,P)>0dla (V,P) # (V,P)i 4L <0, gdzie 4 oznacza pochodna wzdtuz
trajektorii ukladu (1). Odpowiednie wlasnosci tej funkcji i danego ukladu
gwarantuja lokalng badz globalng stabilnosé badanego stanu stacjonarnego,
por. [4].

W celu zastosowania metody rozdzielenia zmiennych przesuniemy najpierw
uktad (1), tak by dodatni stan stacjonarny zamienit si¢ na (0,0). Niech

x=V -=V,y=P— P. Wtedy uklad (1) przyjmuje postaé:
(t) = —ay(z + V),
{ y(t) = abx(y + P).
Poszukamy funkcji L(x,y) = f(z) + g(y), przy czym takze
%L(:v, y) = F(x) + G(y). Rézniczkujac L wzdluz trajektorii dostajemy:
L L(1),y(1) = (@)~ ay(e + V) + ¢/ (0) (abaly + P)),
a skoro —ayf'(z)(z + V) + abzg'(y)(y + P) = F(z) + G(y), to musi zachodzi¢

r+V y+ P

f@)éﬂ = bg'(y)

gdzie C' = const. Otrzymujemy wiec analogiczne (z dokladnoscia do parametru b)
réwnania na f'(x) i ¢'(y):

x x ‘7
/ :CI—:>//d:C'/1— ) d
f) =02 IABTE ),
0 0
a poniewaz f(0) = 0 (z wlasnoéci funkcji Lapunowa L), to f(z) =2 — Vn #
Analogicznie g(y) = b (y —Pln %). Ostatecznie

(2)

:O7

x4V _.y+P
L =z—Vin—— bly— Pln>—
-7 ey Pt 5P

i pochodna wzdtuz dowolnej trajektorii znika: %L(m, y) = 0. Wnioskujemy stad,
ze L(x,y) jest calka pierwsza uktadu (2) i rozwiazania tego ukladu sa okresowe,
por. [4].

Niech teraz T oznacza okres podstawowy rozwiazania ukladu (1). Podzielmy

réwnania uktadu stronami odpowiednio przez V i P i scalkujmy w przedziale
czasowym od 0 do T'. Mamy:

T T T T
0/% _O/(r—aP(t))dt oraz 0/% _O/(abV(t)—s)dt,

wiec z okresowosci funkeji In V/(¢) i In P(t) dostajemy:

s

E )

gdzie Vi 1 Py sa Srednimi wartosciami rozwiazan i nie zaleza one od trajektorii,
a zatem takze od warunku poczatkowego. Wlasnosé te nazywamy prawem
zachowania $rednich w ukladzie drapieznik-ofiara i jest ona przyczyna zmian
zaobserwowanych przez rybakéw po pierwszej wojnie Swiatowe;j.

r
Py = — oraz Vi =
a

Jesdli w ukladzie (1) uwzglednimy odlawianie, to dostaniemy:
V(t)=rV —aVP —d,V,
P(t) = —sP + abV P — dyP,
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gdzie dy, do sa wspdlczynnikami odlawiania odpowiednio ofiar i drapieznikow.
Przy zalozeniu, ze r > dy, czyli odlowy nie prowadza do zagltady gatunku V',
dostajemy uktad Lotki-Volterry ze zmienionymi wspotczynnikami:

S+d2 P}odli’r_dl
ab ? ST a )
czyli odlawianie dziala zawsze na niekorzys¢ drapieznikdéw, a na korzysé ofiar.

Zauwazmy, ze z tej prostej zasady wynika tez, ze nie warto trwale ingerowac

w uktady ekologiczne, w ktérych ofiara jest jakim$ szkodnikiem (np. populacja
dokuczliwych owadéw), bo poskutkuje to gléwnie zmniejszeniem populacji
drapieznikéw, ktére z naszego punktu widzenia sa pozyteczne. Oczywiscie, jesli
wytepimy gatunek ofiar, to zginie takze gatunek drapieznikow.

dt
r—r—dy, S$—s+ds == Vet =

Jak widzimy, nawet tak prosty model, jak opisany powyzej, moze przyczynic si¢
do wyjasnienia pewnych zjawisk biologicznych. Jednak mimo tych zalet modelu
Lotki-Volterry, nie jest on pozbawiony wad, nie uwzglednia wielu zjawisk
majacych istotny wpltyw na dynamike populacji, jak chociazby konkurencji

o pokarm pomiedzy ofiarami, gdy ich populacja wzrasta. Daloby to pewne
ograniczenie gorne, a tym samym hamulec wzrostu wykladniczego ofiar.
Zasadnicza wada wydaje sie jednak niestabilno$é¢ strukturalna, ktéra oznacza, ze
bardzo niewielka zmiana funkcji opisujacej prawa strone modelu prowadzi do
zasadniczych zmian dynamiki rozwigzan. Mamy wiec model, ktoérego rozwiazania
zmieniaja swéj jakosciowy charakter przy niewielkich zaburzeniach prawej strony
uktadu, ktérych to zaburzen nie da sie uniknaé przy modelowaniu zjawisk
przyrody. Ponadto dane uzyskane z modelu nierzadko nie odpowiadaja danym
doswiadczalnym, choé jakosciowo sytuacje model opisuje dosé¢ doktadnie

(por. [2], [3]). W kolejnym rozdziale zaproponujemy modyfikacje ukladu (1)
uwzgledniajaca pojemno$é¢ srodowiska dla populacji ofiar i pokazemy, ze nawet
bardzo niewielkie zaburzenie prawej strony biorace si¢ z ograniczenia $rodowiska
prowadzi do jako$ciowej zmiany dynamiki uktadu.

2.2. Model z ograniczong pojemnosciag $rodowiska dla
gatunku ofiar

Poniewaz klasyczny model drapieznik-ofiara ma wspomniane wczeéniej braki,

w tym rozdziale rozbudujemy go o dodatkowy sktadnik. Do réwnania opisujacego
populacje ofiar w modelu (1) dodamy skladnik postaci —7‘sz7 odpowiadajacy
wewnatrzgatunkowej konkurencji o pozywienie, gdzie wspoétczynnik k oznacza
pojemnosé srodowiska, tj. takie zageszczenie, ze jedli tylko V() < k,

to pozywienia jest wystarczajaco duzo, by konkurencja wewnetrzna ofiar nie
zatrzymywala wzrostu liczebnosci ich populacji. Sktadnik ten mozna takze
interpretowaé¢ w nastepujacy sposob. Rozwazmy model dynamiki populacji ofiar
w przypadku braku drapieznikéw:

V=VFV),

gdzie mamy f (V) = r przy wykladniczym wzroscie populacji, natomiast jesli
zatozymy, ze populacja rozwija si¢ w ograniczonym $rodowisku, to oczywiste
wydaje sie zalozenie, ze f(V) powinna by¢ malejaca funkcja V, gdyz im wiecej
jest osobnikéw w Srodowisku, tym wolniej moze si¢ ta populacja rozwijaé. Musi
takze by¢ taka wielkos¢ populacji k, dla ktorej nastepuje catkowite zahamowanie
wzrostu, czyli f(k) = 0. Najprostsza funkcja spelniajaca wymienione zalozenia
jest liniowa funkcja f(V) =7 (1 — %), gdzie r oznacza teraz maksymalny

wspolczynnik wzrostu populacji.

Otrzymamy w ten sposob nastepujacy rozbudowany model drapieznik-ofiara
(por. np. [2, 3, 4]):
. |4
V(t)=rV (1 - —) —aVP,
3) k
P(t) = —sP 4 abV P,
gdzie zmienne i parametry (oprécz k) maja taka sama interpretacje jak dla (1),
za$ parametr k oznacza pojemnosé¢ srodowiska dla gatunku ofiar.
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W kolejnych paragrafach przeanalizujemy uktad (3), poniewaz stanowi on
podstawe naszej analizy fauny australijskie;j.

2.2.1. Podstawowe wlasno$ci modelu (3)

Analize ukladu (3) rozpoczniemy od zbadania podstawowych wlasnosci
rozwiazan, tj. ich istnienia, jednoznacznosci, nieujemnosci oraz przedtuzalnosci.
Sa to wlasnosci definiujace zakres stosowalnosci modelu i jego uzytecznosé.
Zapewniaja, ze model jest poprawnie okreslony, a znalezione rozwiazanie nie
bedzie zaleze¢ od zadnych zewnetrznych zjawisk nieobjetych modelem, nie
wyjdzie poza dziedzine rozwazan oraz pozwoli badaé¢ ewolucje dowolnie
wybranego stanu poczatkowego na dowolnie dhugim odcinku czasu.

Istnienie i jednoznacznosé rozwiazan wynikaja bezposrednio z twierdzenia
Picarda-Lindelofa [4], poniewaz prawa strona ukladu (3) jest wielomianem dwéch
zmiennych, czyli jest gladka w calej swojej dziedzinie, zatem lokalnie spetnia
warunek Lipschitza. Nieujemnosé rozwiazan mozna tatwo wykazaé zapisujac
réwnania (3) w réwnowazne] postaci catkowej (por. [2]). Najpierw zapiszemy
réwnania modelu (3) w nastepujacy sposéb:

@ V)=V (r (1 - %) - aP) ,

P(t) = P(-s5+4abV).
Kazde z powyzszych rownan zapisaliSmy w postaci:
&(t) = x(t)F(t),
skad, po podzieleniu stronami przez x(t) i scatkowaniu wzgledem czasu t,
otrzymujemy nastepujaca zaleznos¢:

x(t) = xgexp F(s)ds |,
/

gdzie xop = x(0) (mozemy przyjaé bez straty ogdélnosci, ze to = 0, gdyz uklad (3)
jest autonomiczny), a t < Tmax, gdzie Thax < +00 jest maksymalnym czasem,
dla ktérego rozwiazanie istnieje, zgodnie z twierdzeniem o istnieniu rozwiazan.

7 tej postaci, wobec dodatnio$ci funkcji wykladniczej, wynika nieujemnos$é
rozwiazan z(t) dla nieujemnych warunkéw poczatkowych. Ponadto dla dodatnich
warunkéw poczatkowych rozwiazania takze sa dodatnie.

Pozostaje wykaza¢ przedtuzalnos$é rozwiazan — pokazemy, ze Tiax = +00. Dla
dowolnego t < Tyax, zachodzi oszacowanie:
. 1% rk
VQTV<1—E) <z,
przy czym pierwsza nieréwnosé bierze sie z nieujemnosci, zas druga z faktu,

ze funkcja kwadratowa postaci f(z) = z(a — ) dla x = § osiagga swoje

maksimum globalne réwne f (%) = %2. Poniewaz pochodna funkcji V' jest
ograniczona, to wspdlrzedna rozwiazania V (t) takze jest ograniczona w
skonczonym czasie, co gwarantuje istnienie dla dowolnego ¢ > 0. Ponadto

dostajemy V(t) < Vp + %t dla dowolnego t > 0. Stad:

brk brk
aor t> —  P(t)< Pyexp (—st+ %ﬂ),

P<P<—s+

co gwarantuje istnienie rozwiazan dla dowolnego t > 0. Pokazalidmy wiec, ze dla
wszystkich ¢ > 0 istnieja jednoznaczne i nieujemne rozwiazania ukladu (3).

2.2.2. Analiza portretéw fazowych

Zajmiemy sie teraz analiza jakosciowa przebiegu rozwiazan. W tym celu
narysujemy portret fazowy modelu, z ktérego odczytamy globalne zachowanie
rozwiazan. Zaczniemy od wyznaczenia izoklin zerowych, ktoérych polozenie
najlatwiej odezyta¢ z ukladu (4). Wnioskujemy, ze izokliny maja postac:

e dla zmiennej V: V =0,P==1(1-1Y),

e dla zmiennej P: P =0,V =2

ab?

co przedstawia rysunek 2.
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Rys. 2. Izokliny zerowe ukladu (3), przedstawione w dwéch alternatywnych przypadkach. Stany
stacjonarne sa wyznaczone jako punkty przeciecia izoklin ofiar z izoklinami drapieznikéw,
na rysunkach zaznaczonych jako proste zielone (ofiary) oraz proste czerwone (drapiezniki).
Strzatkami zaznaczony jest kierunek orbit przechodzacych przez izokliny. Oba rysunki zostaty
wygenerowane dla statych: » = 1, &k = 1, a = 1, s = 1 i réznig si¢ wylacznie wartoscia
wspoltczynnika b, przy czym na wykresie z lewej strony b = %, zas z prawej b = 2.

Stany stacjonarne odczytujemy jako punkty przecie¢ odpowiednich izoklin.
Zauwazmy, ze gdy k < 2, to jeden z punktoéw przecigcia pojawia si¢ poza
pierwsza ¢wiartka ukladu (w ¢wiartce czwartej, na przediuzeniu odpowiednich
prostych), a zatem wykracza poza dziedzing rozwazan modelu, za$ gdy k > =,
to punkt ten mieéci sie w pierwszej ¢wiartce. Poniewaz zadna z tych nieréwnosci
nie jest wyrdzniona przez nasz model, analiza musi obejmowaé¢ dwa przypadki.
Przypadek trzeci, k = 5, jest przypadkiem granicznym, gdy punkt przecigcia
izoklin o wspolrzednych P = = (1 — %) oraz V = 2 lezy na osi OV — wtedy
jego wspodlrzedne upraszczaja sie do postaci: V =k, P =0, czyli punkty
stacjonarne (k,0) oraz (%, - (1 — ﬁ)) sklejaja sie. Przypadek ten z punktu
widzenia przeprowadzonej analizy jest tozsamy z sytuacja, gdy k < -7, dlatego
nie bedziemy sie nim zajmowac.
Stanami stacjonarnymi sa:

1. (0,0),

2. (k,0),

3. (5 9(1—@—&)),oilek>%.

ab’ ¢
Oznaczmy dla uproszczenia zapisu: Vs = 2, Ps = = (1 — ﬁ) Macierz Jacobiego
uktadu (3) ma postac:

. T(1—2%) —aP —aV
(5) MV, P) = ( abP —s+abV )’
Obliczymy jej wartosci wlasne w punktach stacjonarnych.
1.

r—XA 0
det(M(0,0)—/\I)—det< 0 —s—/\> =0,

stad Ay =7 >0, Ao = —s < 0, a wiec jest to punkt siodlowy.
2.

—r—A —ak
det(M(k,O)—AI)-det( 0 (—s—l—abk)—)\) =0,

stad: Ay = —r < 0 oraz Ay = abk — s. Zatem:
e (k,0) jest wezltem stabilnym, gdy k& < =5 (czyli gdy sa tylko dwa
punkty stacjonarne),
e (k,0) jest siodlem, gdy k& > 2 (kiedy pojawia si¢ trzeci punkt
stacjonarny),
° jeielikz%,to%z%zkorazPszg(l—a—ik)=0,awi(gc
punkty stacjonarne (k,0) i (Vs, Ps) sklejaja sie w jeden punkt.
r(1—=2%) —aP,) — ) —aV
det (M (Vs, Ps) — AI) = det <( ( ngs ) (—s—i—abV.S)—/\)_
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=2+ T—ZSA + a®bV, P, = 0.

Mamy wiec rownanie kwadratowe o dodatnich wspoétczynnikach, a zatem:
e jesli A > 0, to A1, A2 < 0, czyli mamy wezel stabilny,
e jesli A <0, to A, A2 € C\Ri R\ = RAy = =12 <0, czyli mamy
ognisko stabilne.

Na podstawie rysunku 2 i informacji o charakterze stanéw stacjonarnych mozemy
naszkicowaé portrety fazowe modelu (3), ktére przedstawiamy na rysunku 3

(w przypadku k > 2 punkt (V;, Ps) narysowany zostal jako ognisko, cho¢
zgodnie z uzyskanymi wynikami moze by¢ tez wezlem).
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Rys. 3. Portrety fazowe modelu (3). Podobnie jak w przypadku izoklin, oba rysunki zostaly
wygenerowane dla statych: » = 1, k = 1, a = 1, s = 1; rbznig si¢ wylacznie wartoscia
wspotczynnika b, przy czym na wykresie gérnym b = %, za$ na dolnym b = 2. Na obu portretach
wyréznione zostaly po dwie przykladowe orbity: jedna przechodzaca przez punkt (1, %), druga

23)

przez punkt (£, 75

Whioski z portretow fazowych:

1. Osie uktadu sa orbitami.

2. Jedli punkt (Vj, Ps) jest poza dziedzina lub skleja sie z (k,0), tj. gdy
k < %, to izokliny dziela przestrzen fazowa na trzy obszary — nazwijmy je
A, B, C, liczac od lewej. Rozwiazanie zaczynajace si¢ w C' musi przejsé
do B, bo w przeciwnym razie wspolrzedna P uciekalaby
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do nieskoniczonosci, zaé w obszarach A i B obie wspolrzedne
sa monotoniczne i ograniczone, a wiec zbiezne. Zatem punkt stacjonarny
(k,0) jest rozwiazaniem globalnie stabilnym.

3. Gdy punkt (V;, Ps) jest wewnatrz dziedziny (k < 55), to jest on lokalnie
stabilny.

Aby wykluczy¢ istnienie cykli granicznych wok6! punktu (Vi, Ps), skorzystamy
z kryterium Bendixona (por. [2]). Wezmy funkcje B(x,y) = 1_17, > 0w (RT).
Mamy wtedy: ‘

) v )
div(B-G(V,P))_W<% <1_E> —a>+ﬁ(—%+ab) :—#«).

Nierownos¢ ta zachodzi dla kazdego P > 0, bor > 01 k > 0, zatem wsréd
rozwiazan nie ma zadnych cykli granicznych. Skoro tak, to z twierdzenia
Poincarégo-Bendixsona ([4]) wynika, ze zbiér graniczny jest skoficzona suma
stanéw stacjonarnych, ale wiemy juz, z portretu fazowego ukladu (3)

przedstawionego na rysunku 3, ze jest tylko jeden stabilny stan stacjonarny,
punkt (Vi, Ps).

2.3. Wnioski

Po przeanalizowaniu ukladu (3) otrzymaliémy jeden punkt globalnie stabilny:

e punkt (k,0), oile k < 3,
e punkt (Vi, Ps), oile k > 5.

Kazdy z tych punktow jest zbiorem granicznym, do ktorego zbiegaja wszystkie
inne orbity uktadu, poza orbitami biegnacymi wzdtuz ukladu wspotrzednych.
Znaczy to, ze dowolne rozwigzanie z warunkiem poczatkowym o obu
wspolrzednych dodatnich, czyli zaczynajace sie od dodatnich populacji tak
drapieznika, jak i ofiary, bedzie z uplywem czasu zbiegalo do rozwiazania
stacjonarnego, jednego z dwoch powyzszych — do ktorego, to zalezy od wartosci
parametréw uktadu.

Pamietamy, ze chcieliSmy poréwnaé dynamike populacji drapieznika
stalocieplnego ze zmiennocieplnym w tym samym srodowisku. Skoro tak,

to mozemy przyjac, ze wspoOlczynniki r oraz k, jako opisujace populacje ofiar,
sa zadane z gory przez model (albo np. pomiary terenowe). Natomiast

dla drapieznikéw — skoro chcemy poréwnywaé dwa rézne gatunki, to bedziemy
poréwnywaé model z dwoma zestawami parametréow: (a1, b1, s1) dla pierwszego
drapieznika oraz (az, ba, s2) dla drugiego drapieznika.

Zauwazmy, ze wystarczy manipulacja wspolczynnikiem b, aby wybraé, czy

k < 2, czy k > =% — im wigksze b, tym mniejszy utamek po prawej stronie.
Parametr b w modelu (3) opisuje czes¢ energii pozyskanej z upolowanej ofiary
przeznaczona na rozréd drapieznika. Jak juz byto zaznaczone we wstepie,
zwierzeta zmiennocieplne maja kilkakrotnie mniejsze zapotrzebowanie na energie
niz zwierzeta statocieplne, gdyz nie musza utrzymywac stalej temperatury ciata
i szybkiego tempa metabolizmu, co oznacza, ze relatywnie wiecej energii
pozyskanej z upolowanej zwierzyny moga przeznaczy¢ na reprodukcje.

W kontekscie omawianego modelu (3) oznacza to wieksza wartosé
wspotezynnika b.

Mozna te sytuacje interpretowac¢ w ten sposéb, ze dwa rézne przypadki
portretéow fazowych, jakie otrzymalismy w wyniku analizy ukladu, a wiec i rézne
mozliwe zachowania rozwiazan, odpowiadaja dwom réznym gatunkom
drapieznikéw, przy czym przypadek pierwszy, gdy rozwiazania ukladaja sie jak
na rysunku 3(a), oznacza, ze mamy do czynienia z drapieznikiem stalocieplnym,
za$ gdy wygladaja jak na rysunku 3(b), z drapieznikiem zmiennocieplnym.

To kaze wnioskowadé, jak przypuszczal Flannery, o nieuchronnoéci zaglady
australijskich drapieznych torbaczy, przy jednoczesnym przetrwaniu stabilnej
populacji migsozernych gadow.
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Roéwnanie Van der Pola to réwnanie
postaci & — k(1 — m2)m‘ + wgm = 0, majace
wazne zastosowania m. in. w elektronice

i teorii obwodéw. W [4] réwnanie to jest
przeksztalcane do postaci:

X 1s
Em:y—gm + x,

. 2

Yy = —wyex,

gdzie £ = 4 jest maly, po czym
przeprowadzana jest analiza cyklu
granicznego tego réwnania przy € — 0.

3. Model konkurencji

W poprzednim rozdziale opisana zostala sytuacja, gdy w srodowisku wystepuje
jeden drapieznik. W celu lepszego dopasowania modelu do rozwazanego
zagadnienia wprowadzimy konkurencje pomiedzy drapieznikami.

3.1. Konstrukcja modelu

Do uktadu (3) wprowadzimy teraz element konkurencji dwéch drapieznikéw
polujacych na tych samych roslinozercéw. Model zmieni si¢ w nastepujacy
sposob: na populacje ofiar bedzie oddzialywaé¢ suma populacji drapieznikow, zas
dwaj drapieznicy zostana opisani kazdy swoim réwnaniem, analogicznym

do réwnania drapieznika w ukladzie (3). Rozwaza¢ bedziemy zatem nastepujacy
model (uogdlniony uklad tego typu, z n gatunkami drapieznikéw i m gatunkami
ofiar, pojawia sie np. w [3]):

V(t)=rV <1 - %) = V(a1 P +ash),

(6) Pl (t) =—51P + a1,V Py,
PQ(t) = —SQPQ + CLQbQVPQ,
gdzie:

V = V(t) — zageszczenie populacji ofiar,

P, = P;(t) — zageszczenie i-tej populacji drapieznikéw,
r — wspoélczynnik rozrodczosci ofiar,

k — pojemno$é érodowiska (wzgledem ofiar),

a; — skuteczno$¢ polowan i-tego gatunku drapieznika,
s; — $miertelno$¢ w populacji i-tego drapieznika,
b; — czed¢ biomasy przeznaczona na reprodukcje i-tego drapieznika,

przy czym, jak poprzednio, wszystkie powyzsze wspotczynniki sa dodatnie.

Aby uprosci¢ analize konkurencji miedzygatunkowej, skorzystamy z metody
malego parametru, opisanej w [5] oraz oméwionej w [4] na przykladzie réwnania
Van der Pola. W celu postuzenia si¢ metoda malego parametru zatozymy,

ze populacja ofiar V' jest duza. To oczywiscie pociaga koniecznosé zalozenia,

ze pojemnosé srodowiska k jest odpowiednio duza. Podzielmy teraz stronami
przez V rownanie opisujace populacje ofiar. Otrzymamy:

(7) ; =r (1 — %) — (a1P1 + CLQPQ).

Zalozymy, ze % = e < 1 (bedzie to nasz maly parametr) i zastosujemy
przyblizenie quasi-stacjonarne dla zmiennej V. Znaczy to, ze dla niewielkich
€ populacja V' zmienia si¢ duzo wolniej niz Py czy P» — jest to tzw. ruch
powolny, a o zmiennej V mowi sie, ze plynie. Mozemy wiec zastosowac
przyblizenie eV ~ 0. To pozwala przyréwnaé do zera prawg strone
réwnania (7), skad po odpowiednich przeksztalceniach otrzymamy:

(8) V(1o @ el
r r )

Przy powyzszych zalozeniach, mozemy zmodyfikowaé model (6) w nastepujacy
sposéb: pominiemy réwnanie opisujace populacje V', a réwnosé (8) wstawimy
do pozostatych réwnan. Po podstawieniu i uporzadkowaniu otrzymamy
nastepujacy model konkurencji dwéch drapieznikéw (por. model konkurencji
w [2] i [3]):

al blk

Pi(t) =P, <(a1b1k —51) — (a1 Py + a2P2)> ,

9
( ) angk

Py(t) = P, <(a2b2k — 59) — (agPs + a1P1)> .

Na koniec wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

r; = a;b;k — s; — rozrodczo$¢ i-tego gatunku,
2 .

k; = me — konkurencja wewnatrzgatunkowa,
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dij = M = 59 konkurencja miedzygatunkowa, opisujaca wplyw

a;

populaCJl j na populacje 1,

gdzie i, j € {1,2} oznaczaja numer populacji drapieznikéw, przy czym zawsze
i # j. Przy powyzszych oznaczeniach réwnania modelu (9) przyjmuja postaé:

(10)

Pl(t) = P1 (’I”l — klpl — d12P2) 5
PQ(t) = PQ (T2 — kQPQ — dglpl) .

3.2. Analiza modelu konkurencji

Analize modelu (10) przeprowadzimy przy zalozeniu, ze wszystkie wspolezynniki
sa dodatnie. Badanie rozpoczniemy od krotkiego opisania podstawowych
wlasnosci rozwiazan, nastepnie zbadamy ich wlasnosci asymptotyczne za pomoca
portretéw fazowych, by ostatecznie poréwnaé otrzymane wyniki z wynikami

z rozdziatu 2.

Wiasnoéci rozwiazan takie jak istnienie, jednoznacznosc, nieujemnosé

i przedtuzalno$é w sposéb oczywisty przenosza si¢ z réwnan (3) na réwnania (6):
twierdzenie Picarda-Lindelofa gwarantuje istnienie i jednoznacznosé¢ na pewnym
przedziale [0, Thax), a postaé catkowa daje nieujemnosé rozwiazan V (t), Py (t),
P,(t); ponadto wszystkie oméwione wezesniej oszacowania dla V() pozostaja
prawdziwe, zas oszacowania na Pj(t) oraz P (t) mozna przeprowadzi¢
analogicznie jak dla P(t), co razem dowodzi przedtuzalnosci rozwiazan

ukladu (6) na przedzial [0, 00). Dalej, wlasnosci te bezposrednio przenosza si¢

z modelu (6) na uklad réwnan (10), co wynika z przeprowadzonej wyzej
konstrukeji tychze réwnan. Mozemy wigc przejs¢ do analizy portretow fazowych,
ktéra zaczniemy od wyznaczenia stanéw stacjonarnych.

3.2.1. Stany stacjonarne uktadu (10)
Zaczniemy, jak w rozdziale 2, od wyznaczenia izoklin zerowych:

e dla zmiennej Pi: P =0, P = ¢+ — d12 2P,

e dla zmiennej Pi: P, =0, P, = 2 — d21 L Py,

ktore sg przedstawione na rys. 4.

Na rysunku tym widac¢ cztery mozliwe wzajemne polozenia nietrywialnych
izoklin przy nastepujacych zaleznosciach zachodzacych pomiedzy parametrami:

1. Rys. 4(a):
T2 1 T1 T2
11 L L
(1) ko di2’ k1 da
2. Rys. 4(b):
T2 1 T1 T2
12 L L
(12) ko di2’ k1 da
3. Rys. 4(c)
T2 1 T1 T2
13 = > =<
(13) ko = di2’ k1 dy
4. Rys. 4(d):
T2 1 T1 T2
14 L R
(14) ko = di2’ k1 da
Przypadek, gdy 72 = 75 lub 7+ = 72 oznacza, ze nietrywialne izokliny

przecinajg sie odpow1edmo na osi OP2 lub OP1, co z punktu widzenia dalszej
analizy jest tozsame z przypadkiem z rys. 4(c) lub z rys. 4(d) odpowiednio.
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Rys. 4. Izokliny zerowe uktadu (10) przedstawione w czterech alternatywnych przypadkach. Stany stacjonarne

sa wyznaczone jako punkty przeciecia izoklin jednego drapieznika z izoklinami drugiego drapieznika, na rysunkach
zaznaczonych jako proste zielone (P)) oraz proste czerwone (Py). Strzalkami zaznaczony jest kierunek orbit
przechodzacych przez izokliny. Wszystkie rysunki zostaly wykonane dla statych: r;1 = 1,k1 = 1,72 = 1, ko = 1, pray
czym kazdy z przypadkéw rézni si¢ wartosciami parametréow diz oraz dz1 — przyjmuja one wartosci opisane pod
odpowiednimi rysunkami.

Wyjatek stanowi sytuacja, kiedy obie te réwnosci zachodza jednocze$nie. Wynika
z nich réwnosc:
r k d
(15) 2-_2_2A
ri diz kg
ktora powoduje sklejenie obu nietrywialnych izoklin oraz degeneracje
modelu (10) do pojedynczego réwnania logistycznego postaci:

z(t) =rz (1 — kx),

gdzie z(t) = (Py(t), CP»(t)) dla pewnej C' > 0 zaleznej od warunkéw
poczatkowych Py (0) oraz P»(0). Przypadek ten przedstawia sytuacje, gdy orbity
przebiegaja wzdluz prostych P, = C'P; zgodnie z rownaniem logistycznym, przy
czym dodatni stan stacjonarny na kazdej prostej jest stabilny, a wszystkie

te punkty tworza odcinek bedacy izoklina jednocze$nie dla obu zmiennych
wyjsciowego ukladu (10). Nie mniej, z punktu widzenia modelowania zjawisk
zachodzacych w przyrodzie, sytuacja taka jest malo prawdopodobna. Zawsze
nalezy bra¢ pod uwage losowe zaburzenia parametrow modelu, a w tym
przypadku zmiany takie prowadzi¢ beda do przejscia od réwnosci (15) do jednego
z warunkéw (11)—(14), a wiec do jakosciowych zmian rozwiagzan. Dlatego

w dalszej analizie nie bedziemy uwzgledniaé¢ tego przypadku, zajmiemy sie tylko
tzw. przypadkami generycznymi.
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Stanami stacjonarnymi uktadu (10) sa:

1. (0,0),

2 (3.0).

3. (0, ;—;)

4. (51,S52), oileS; >01Sy >0, przy czym przyjeto oznaczenia:

rike — radia roki — rid21

g = 2ot g
Y kiky —diady T ?

kiky — diador
Oczywiscie kiks # dyadar, gdyz réwnosé ta jest tozsama réwnosci (15), ktéra
wykluczyliSmy z rozwazan. Ostatni stan stacjonarny moze byé rozpatrywany,
tylko gdy lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspélrzednych, tj. gdy S > 0
i S5 > 0. Jest to spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (11) lub (14),
poniewaz:

1. Z nieréwnosci (11) mamy:

rike > rodio
=  kiko > diada = 51> 0, Sy > 0.
roky > rido
2. Z nieréwnosci (12) mamy:
rike > rod
. 2 — 515, <0.
rok1 < rida
3. Z nieréwnosci (13) mamy:

riks < rod
e 518, <0
’I”2]€1 > TldQl
4. 7 nieréwnosci (14) mamy:
riky < rodio
=  kiky < dj2doy == S > 0, Sy > 0.
roky < rido

Majac wyznaczone stany stacjonarne mozemy wiec przystapi¢ do zbadania ich
stabilnodci.

3.2.2. Analiza stabilno$ci stanéw stacjonarnych

Skorzystamy, jak poprzednio, z macierzy Jacobiego, ktéra dla uktadu (10)
przyjmuje postac:

r1 = 2k1 Py — diaPe —d12 Py
16 M (P, Py) = .
(16) (P1, F2) ( —d Py Ty — 2ko Py — d21P1)
Obliczmy jej wartosci wlasne:
1.

o 7‘1—)\ 0 o
det(M(0,0)—)\I)—det( 0 T2_A) =0,

stad Ay =711 > 0, Ao = ry > 0, a wiec jest to wezel niestabilny.

2.
1 - —Tr1 — )\ ——ledlm -
det (M(k1,0> )\I) —det( 0 T2_T1kdfl N =0,

stad Ay = —1r1 <0, Ao =719 — ”kdm. Zatem:

1

° (%, O) jest siodlem, gdy A2 > 0, czyli gdy spelniony jest
warunek (11) lub (13),
° (%, O) jest weztem stabilnym, gdy A2 < 0, czyli gdy spelniony jest

warunek (12) lub (14),
e przypadek Ao = 0 implikuje jedna z réwnosci (15), a te wykluczylismy.

rod
T2\ B r— _2k212 - A 0 B
det (M (O, k2) )\I) = det ( _Tde;l I 0,
stad Ay =rp — ”dm, Ao = —719 < 0. Zatem:

ko
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° (O, ;—2) jest siodlem, gdy A1 > 0, czyli gdy spelniony jest
warunek (11) lub (12),
° (O, 2—2) jest wezlem stabilnym, gdy A2 < 0, czyli gdy spelniony jest

warunek (13) lub (14),
e przypadek A; = 0, analogiczne jak powyzej, implikuje jedna
z réwnosci (15), a te wykluczylismy.
4. Policzymy $lad i wyznacznik macierzy M (S, S2). Mamy:

tr M (81,82) = — (k:lSl + kQSQ) <0,

_ —k1S1 —d12S1) _ _
det M (S1,S2) = det <—d21S2 —k2S2> =515 (k1ka — dy2d21) .

Wielomian charakterystyczny przyjmuje postac:
)\2 — tr M(Sl, SQ) A+ det M(Sl, SQ) =0,

a wartosci wlasne zapisuja si¢ jako:

A= % (tr M(Sh, Ss) — \/Z) . Ao = (tr M(Sh, Ss) + \/Z) :

1
2

gdzie: A = (tr M(S1,5))* — 4det M (S, S).
Mamy zatem mozliwe dwa przypadki:
e dla nieréwnosci (11) mamy: tr M (S1, S2) < 0 oraz det M (S1, S2) > 0,
bo zachodzi kiks > di2ds. To pozwala na oszacowania:

A = (k151 4 ko S2)” — 4518 (kiky — dyadyy) =
= k282 + k252 — 2k1koS1So + 4d12do1 S1 Sy >
> k7ST + k5S35 — 2k1kS1S0 =
= (k181 — k255)* > 0,

a stad:

A= (tr M(S1, S5) — \/Z) <0,

N =

Ay < % (tI‘ M(Sl, Sz) + (tI‘ M(Sl, SQ))2) =0.

Mamy wiec A1, A2 < 0, czyli punkt (S1,.52) jest wezlem stabilnym.
e dla nieréwnosci (14) mamy: tr M (Sy, S2) < 0 oraz det M (S, S2) < 0,
bo zachodzi kiks < dyiodar. Zatem A > 0, a stad:

A= % (tr M(S1, S5) — \/Z) <0,

Ay > % (tI‘ M(Sl, Sz) + (tI‘ M(Sl, SQ))2) =0.

Mamy wigc A1 < 0 < Ao, czyli w tym przypadku punkt (S7,.52) jest
siodlem.

Pozostaje zauwazy¢, ze na izoklinach kierunek zmian jest jak na rys. 4. Mozemy
juz naszkicowac portrety fazowe, takie jak przedstawione na rys. 5. Portrety
fazowe wykonano dla statych: ry =1,k = 1,79 = 1, ky = 1. Parametry

dy15 oraz do1, ktore przyjmujg rézne wartosci, zostaly opisane pod odpowiednimi
wykresami. Ponadto wyrdznione zostaly orbity przechodzace przez punkty

o wspoélrzednych wypisanych pod odpowiednimi wykresami.
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Rys. 5. Portrety fazowe wykonano dla stalych: 71 = 1,k1 = 1,r2 = 1, ks = 1. Parametry di2 oraz do1, ktére przyjmuja
rézne wartosci, zostaly opisane pod odpowiednimi wykresami. Ponadto wyréznione zostaly orbity przechodzace przez
punkty o wspélrzednych wypisanych pod odpowiednimi wykresami.

Whioski z portretow fazowych:

1. Wszystkie punkty stacjonarne sa siodtami badZ weztami (stabilnymi lub
nie).

2. Osie uktadu wspoélrzednych sa orbitami. Ponadto na kazdej osi znajduje si¢
stan stacjonarny, do ktorego zbiegaja rozwiazania wzdluz danej osi.
Wynika to z faktu, ze jesli jedna ze wspolrzednych jest zerowa, to rownanie
drugiej redukuje si¢ do réwnania logistycznego.

3. Waszystkie orbity zaczynajace si¢ powyzej izoklin, zbiegaja do punktu
wewnatrz obszaru ograniczonego izoklinami. Wynika to stad, ze dla
odpowiednio duzych wartosci P, i P, zachodzi: P, < 0 oraz P, < 0.

4. Dodatni stabilny stan stacjonarny istnieje tylko w przypadku (11), czyli
jesli zachodza nieréwnosci:

T2 1 1 T2

ka “di2’ k1 dar
Jest to sytuacja, w ktorej konkurencja zewnetrzna obu gatunkéw jest
niewielka, w istocie jest mniejsza niz konkurencja wewnetrzna, gdyz
z powyzszych nieréwnosci mamy:

diz ko da ki
— < — <
1 T2 T2 1
gdzie i—f mozna traktowac jako konkurencje zewnetrzna, zas :f— jako

konkuréncj@ wewnetrzng dla gatunku P;. W pozostalych przypladkach jeden
z konkurujacych gatunkéw musi wyginac, przy czym ginie ten, dla ktérego
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wspolczynnik konkurencji zewnetrznej jest duzy, wigkszy niz konkurencja
wewnetrzna, czyli gdy jedna z powyzszych nieréwnosci zachodzi

z przeciwnym znakiem. Wyjatkiem jest sytuacja z przypadku (14), gdy dla
obu gatunkow konkurencja zewnetrzna jest wigksza niz wewnetrzna. Wtedy
takze jeden gatunek ginie, ale sytuacja jest nieco subtelniejsza.

5. W przypadku (14) pojawia si¢ niestabilny dodatni stan stacjonarny. Jest
on siodlem, a zatem istnieje krzywa zwana separatrysq, ktora odzwierciedla
rozmaitos¢ stabilng tego punktu. Krzywa ta oddziela baseny przyciagania
dwdch stabilnych punktéw o wspdlrzednych (%, O) oraz (O, Z—z)
Rozwiazania spoza separatrysy zbiegaja do jednego ze stabilnych rozwigzan
na osiach uktadu. To, do ktérego z tych dwoch punktéw bedzie zbiegaé
dana orbita, zalezy tylko od punktu poczatkowego. Oznacza
to, ze przetrwanie danego gatunku w tej sytuacji zalezy od poczatkowej
liczebnos$ci obu populacji — tylko liczniejsza populacja ma zagwarantowane
przetrwanie (oczywiscie w stosunku do wzajemnego oddzialywania —
gatunek silniej oddzialujacy moze by¢ nieco mniej liczny), a poniewaz
réwnowaga pomiedzy liczebnoscia obu populacji jest podatna
na zaburzenia, za$ orbity o stanach poczatkowych lezacych po obu stronach
separatrysy zbiegaja do odpowiednich rozwiazan stabilnych, to takze
iw tym przypadku jeden z konkurujacych drapieznikéw musi wyginaé.

Powyzsze wyniki pozwalaja sformutowaé zasade konkurencyjnego wykluczania
(pojawia sie ona m.in. w [3]) méwiaca, ze z dwdch gatunkéw konkurujacych o
te same ograniczone zasoby srodowiska jeden zazwyczaj ginie. Wspoélistnienie
mozliwe jest tylko, jesli oba gatunki unikaja rywalizacji miedzy soba, co opisuje
przypadek (11).

3.3. Poréwnanie wynikéw

Analiza modelu konkurencji doprowadzila do opisu czterech mozliwych sytuacji,
w ktorych moga znalez¢ sie¢ dwaj konkurujacy drapiezcy, przy czym jedna z nich
dopuszcza wspdlistnienie obu gatunkow, a w pozostalych jeden z drapieznikdw
musi wyginaé, zgodnie z zasada konkurencyjnego wykluczania. Konkretne
zachowanie rozwiazan ukladu (10) jest zdefiniowane nieréwnosciami (11)—(14),
okreslajacymi zwiazki pomiedzy parametrami r;, k;, d;;. Parametry te zostaty
okreslone za pomoca wspélczynnikéw ukladu (6), a zatem wynikaja posrednio
z modelu drapieznik-ofiara oméwionego w rozdziale 2. Tam tez, dzieki analizie
réwnan (3), uzyskalidmy nastepujacy wynik: drapieznik przetrwa, jesli zachodzi:
=5 < k. Przyjelidmy wtedy naste¢pujaca interpretacje: dla zmiennocieplnego
drapieznika P; zachodzi aﬁn < k, za$ dla drapieznika stalocieplnego P, zachodzi
2> k.

azb2

Jezeli sprobujemy przenie$é¢ te warunki na model konkurencji zgodnie
z oznaczeniami (3.1), to okaze sie, ze uzyskamy:
S

—2>1€ A So > asbok <~ ro = agbok — so <0,

azbs
co jest sprzeczne z zalozeniem poczynionym na poczatku analizy modelu (10),
ze wszystkie wspolezynniki tego modelu sa dodatnie. Ignorujac to zalozenie
i przyjmujac 12 < 0 wobec kg, d2; > 0, z drugiego réwnania uktadu (10)
otrzymamy:

Py(t) = Py (ry — kyPy —dn P1) <0,  VteR,

co oznacza wymieranie gatunku P, w wyktadniczym tempie, niezaleznie

od jakiejkolwiek konkurencji. Wynik ten nie jest zaskoczeniem, gdyz nawet bez
konkurencji drapieznik P, ginat z powodu zbyt matych zasobéw srodowiskowych
(co zostalo wyjasnione w rozdziale 2), wiec tym bardziej w przypadku
koniecznosci walki o pozywienie z innym drapieznikiem nie bedzie w stanie
przetrwac. W tej sytuacji wzajemna konkurencja obu drapieznikéw nie wnosi nic
nowego do naszych rozwazan.

Wobec tego, zeby moéc skorzystaé¢ z analizy modelu konkurencji przyjmiemy,

Si

ze 2+ < k zaréwno dla Py jak i Pp. Innymi stowy zaktadamy, ze w przypadku

24



Podobny wniosek pojawia si¢ w [2] przy
omowieniu modelu konkurencji, z tym ze
wspélezynniki modelu sa tam nieco
inaczej opisane.

braku konkurencji kazdy z drapieznikéw osiagnie réwnowage swojej populacji,
zgodnie z rozwiazaniem modelu drapieznik-ofiara. Wtedy model konkurencji daje
nam cztery przypadki, opisane w rozdziale 3. Korzystajac z podstawien (3.1)
otrzymujemy:

1. Z nieréwnodci (11) mamy:

2 1 T2 1 al
k_2 Cl—127 k_2 k_la_2, T2 a1 T2
n_rn o T \n_nae ke " asky kR
k1 dzl7 k1 ko a1’

Nieréwnosé jest sprzeczna, co wyklucza mozliwosé wspolnej koegzystencji
obu drapiezcéw, przedstawionej na rys. 11.
2. Z nieréwnosci (12) mamy:

T2 < T1 T2 < 1 a1

) d12’ — ko ky CL27 aar2 < airy

n,n n.ne ko ks
b 9

ki~ da ki~ kaay

Z nieréwnosci tej, po podstawieniu r; oraz k; zgodnie z (3.1), otrzymamy:
az12 airy
_ < _—,
ko k1
CLQ(CLQka — SQ)’I” al(alblk — Sl)T
a2byk atbik
rSo 7S]
r— <r-—- ,
agbgk alblk
59 S1

(17)

aszbs arby’
Zatem warunek (12) jest réwnowazny nieréwnosci (17).
3. Z nieréwnosci (13) mamy:

72 1 T2 T ay

R 5 7 7T

ko = di2 . ke = k1 az asre _ airy

Ty T T T2 a ks Ky

<5 <

kq doq k1 ko ay

Stad, analogicznie jak w poprzednim punkcie, uzyskujemy nieréwnosé:

52 S1

(18)

a2b2 aq bl ’
ktéra jest réwnowazna warunkowi (13).
4. Z nieréwnosci (14) mamy:

2 1 T2 1 al
k_2 Cl—127 k_2 k_la_2, T2 a1 T2
nor T\ e ke aski Ry
ki = doy’ ki~ kpay’

Otrzymana sprzeczno$é¢ wyklucza rozwigzania przedstawione na rys. 5(d).

W $wietle powyzszych rozwazan okazuje sig, ze jesli model konkurencji jest
wyprowadzony z modelu drapieznik-ofiara, tak jak na poczatku rozdziatu 3,

to jest mozliwy wlasciwie tylko jeden sposéb zachowania si¢ rozwigzan. Jeden

z drapieznikow ginie, a to, ktéry przezyje, zalezy wylacznie od tego, czy zachodzi
nieréwnosé (17), czy przeciwna do niej nier6wnosé (18). Ponadto dla danego
gatunku P; nieréwnos¢ asb < k okresla samodzielna zdolnos¢ przetrwania
drapieznika przy ograniczonych zasobach, za$ sukces w przypadku konkurencji
dodatkowo wymaga, by iloraz ten byt mniejszy niz u konkurujacych
drapieznikow.

Jak juz zostalo nadmienione wczedniej, koniecznosé utrzymania stalej
temperatury ciala oraz kilkukrotnie szybszy metabolizm ssakéw powoduje,

ze potrzebuja one wigcej pokarmu niz gady, by utrzymac sie przy zyciu. Dlatego
na reprodukcje moga one przeznaczy¢ mniejsza cze$¢ upolowanej biomasy,

co oznacza, ze wspolezynnik by jest mniejszy niz by. Zeby wiec ssaki mogly
przetrwac, musialaby zachodzi¢ nieréwnosé (18). Jednak przy pordéwnywalnych
rozmiarach ciata 6wczesnych drapieznych gadéw i ssakéw mozna sig¢ spodziewad
raczej podobnych wartos$ci wspolezynnikow a; oraz s; — skutecznosci polowan
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W jednym badz dwéch wymiarach, zeby
mégt pojawic sie¢ chaos, rozwiazania
musialyby sie przecinaé, taczy¢ lub byé
nieciagte, co jest niemozliwe ze wzgledu
na gtadka zaleznosé rozwigzan od czasu
oraz od warunkéw poczagtkowych.
Natomiast w przypadku réwnan
dyskretnych badz réwnan z opdznieniem,
chaos jest mozliwy.

Doktladniej o australijskich badaniach
na temat hipotezy blitzkriegu mozna
przeczytaé w [7].

i $miertelnosci — obu grup drapieznikéw. Bylaby wiec spelniona nieréwnosé (17)
wskazujaca na wyginiecie drapieznikdéw statocieplnych. To tez ttumaczy, dlaczego
sposrod drapieznych torbaczy przetrwaly do czaséw nowozytnych tylko wilk
workowaty i diabel tasmanski — zwierzeta o zdecydowanie mniejszych
rozmiarach, a zatem o mniejszym zapotrzebowaniu na energie, niz ich
zmiennocieplni konkurenci.

4. Podsumowanie

W literaturze zostalo opisanych wiele modyfikacji klasycznego modelu
Lotki-Volterry. Zamiast wybranego w niniejszej pracy modelu z ograniczona
pojemnoscia Srodowiska dla ofiar mozna byto rozpatrzy¢ np. model Maya,
ktérego rozwiazania zbiegaja do cyklu granicznego, lub wprowadzi¢ wigksza
liczbe konkurujacych gatunkéw, tak roslinozercéw, jak i miesozercéow (por. [2]).
Wydaje sie jednak, ze uzyskane wyniki bylyby w ogdlnym zarysie podobne,

a w przypadku modelu (3) jego nieskomplikowana postaé ulatwila analize.
Niestety w niniejszej pracy zabraklo miejsca dla pelniejszej analizy modelu (6),
ktoéry z racji swej trojwymiarowej dziedziny daje wieksze mozliwoéci jakosciowego
zachowania rozwigzan — w trzech wymiarach mozliwe sa np. rozwiazania
chaotyczne, ktére nie moga mie¢ miejsca w uktadach jedno- lub
dwuwymiarowych. Ponadto, gdyby udalo si¢ przeprowadzi¢ badania dla
konkretnych gatunkow drapieznikow i zmierzy¢ mozliwie doktadnie liczbowe
wartosci odpowiednich wspolczynnikow wystepujacych w opisanych modelach,
wtedy za pomoca analizy numerycznej mozna by bylo uzyskaé bardziej
precyzyjne wyniki iloéciowe. Niestety w przypadku wymartych gatunkow
zwierzat nie wydaje sie to mozliwe.

Pomimo wymienionych wyzej niedogodnosci, przeprowadzona w rozdziale 2
analiza modelu drapieznik-ofiara z ograniczona pojemnoscia sSrodowiska dla ofiar
potwierdza hipoteze Flannery’ego méwiaca, ze przyczyna wymarcia
plejstocenskich drapieznych torbaczy byto zbyt ubogie w pozywienie srodowisko
naturalne éwczesnej Australii. Ponadto, model konkurencji zbadany w rozdziale 3
potwierdza ten wynik, a oprocz tego pozwala wnioskowadé, ze koniecznos¢ walki
o pokarm ze zmiennocieplnymi migsozercami byta dodatkowym powodem
wymarcia drapieznikow stalocieplnych. Obecnosé gadéw, ktérych specyficzny,
wolniejszy metabolizm byl faworyzowany w sytuacji ograniczonego dostepu

do ofiar, mogta okazaé sie wrecz kluczowym czynnikiem prowadzacym

do wymarcia torbaczy — model konkurencji pokazuje, ze by¢é moze torbacze
moglyby przetrwaé, gdyby populacja gadéow byta wystarczajaco niewielka.
Nalezy jednak pamigtaé, ze wyginiecie torbaczy moglo mieé przyczyny nie objete
zadnym z oméwionych modeli. Mogly one wyginaé¢ z powodu konkurencji nie

z gadami, lecz ze stopniowo naplywajacymi z Azji lozyskowcami, wobec ktorych
stekowce i torbacze sg starszymi i zdecydowanie prymitywniejszymi ssakami.
Przyktadem tego mechanizmu mégltby by¢ pies dingo. Zostal on przywieziony
do Australii przez ludzkich osadnikéw ok. 3,5 tys. lat temu, gdzie nastepnie
wtornie zdziczal i zajal nisze ekologiczna wspomnianych we wstepie wilka
workowatego i diabta tasmanskiego, ktére jako jedyne drapiezne torbacze
przetrwaly wielkie wymieranie. Oba drapiezniki znalazly schronienie

na Tasmanii, dokad dingo nie dotarty.

Ponadto Flannery w swoich najnowszych badaniach rozpoczal poszukiwania
znalezisk potwierdzajacych tzw. hipoteze blitzkriegu, ktéra po raz pierwszy
pojawila sie wérdd paleontologéw w latach 60. XX wieku. Méwi ona, ze mozliwa
przyczyna masowego wymierania megafauny plejstocenskiej na wszystkich
kontynentach byl czlowiek, ktéry uzywajac kamiennych narzedzi oraz ognia stal
si¢ najskuteczniejszym drapieznikiem na Ziemi — tak skutecznym,

ze zdziesigtkowal, a nierzadko calkowicie wybil, populacje wielu gatunkow
duzych zwierzat. W przypadku obu Ameryk istnieja dowody na poparcie tej
hipotezy, w postaci kamiennych grotéw tkwiacych w znajdowanych szkieletach
wymartych zwierzat, czy stoséw zwierzecych koéci w poblizu wegla drzewnego
pochodzacego z ludzkich ognisk. Natomiast w przypadku Australii sprawa jest
niejasna. Po pierwsze, w Australii brakuje materialnych dowodéw, ktére by jasno
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stwierdzily, ze ludzie masowo polowali na wymarte zwierzeta, badz tez
wspbélegzystowali z nimi przez dlugi czas. Po drugie, w Ameryce duze ssaki zyja
po dzis dzien bez widocznej szkody, jak np. tosie, bizony i niedZwiedzie

Wspélczesne zagrozenie dla tych zwierzat W Ameryce Pélnocnej, czy jaguary i pumy w Ameryce Poludniowej; zas

Zﬁ’;ﬁigﬁ; L‘;‘?jgﬁogg{;’ﬁzﬁz’m w Australii najwigkszy ssak, ktéry przetrwal, to mierzacy 120 cm kangur rudy.

degradacji srodowiska naturalnego. Flannery te kwestie wyjasnia nastepujaco: pierwsi ludzie, ktérzy przybyli
do Australii ok. 50 tys. lat temu, polowali z uzyciem ognia, co doprowadzito
do wylesienia kontynentu i zaburzenia cyklu hydrologicznego, by ostatecznie
stworzy¢ suchy, pustynny klimat obserwowany wspolczesnie (por. [7]). Jest
to jednak hipoteza niepotwierdzona, a badania wciaz trwaja.
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